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第 1 章 实数 系 和 复数 系 


导 引 


分 析 学 的 主要 概念 (如 收 贫 、 连 续 、 微 分 法 和 积分 法 ) ， 必 须 有 精确 定义 的 数 
的 概念 作 根据 ， 才 能 讨论 得 满意 ， 然而， 我 们 并 不 讨论 那些 约 东 整数 算术 的 公 
理 ， 但 假定 读者 已 熟悉 了 有 理 数 ( 即 形 如 m/n 的 数 ， 这 里 m 和 都 是 整数 且 "天 0)， 

有 理 数 系 不 论 作 为 一 个 域 来 说 ， 还 是 作为 一 个 有 序 集 ( 这 些 术 语 将 在 第 1. 6 
段 与 1. 12 段 中 定义 ) 来 说 ， 对 于 很 多 意图 殊 感 不 足 ， 例 如 ， 没 有 有 理 数 p 能 满足 
:二 2. (我 们 马上 就 要 证 明 这 点 )， 这 就 势必 引进 所 谓 “ 无 理 数 "， 它 们 时 常 被 写 
成 无 穷 十 进 小 数 的 展开 式 ， 而 认为 相应 的 有 限 十 进 小 数 是 “逼近 "它们 的 ， 例 如 
序列 


1,1.4,1.41,1.414,1.4142，… 


“ 趋 于 V2"， 但 是 ， 若 不 先 把 无 理 数 VZ 明 确 地 规定 了 ， 必 将 发 生 疑问 : 上 面 这 个 序 
列 “ 趋 于 ”的 是 什么 呢 ? 
所 谓 的 “实数 系 "建立 起 来 以 后 ， 这 类 的 问题 马上 就 得 到 回答 . 
1.1 例 我 们 现在 证 明 方 程 
p=2 (1 


不 能 被 任何 有 理 数 p 满足 ， 倘 车 有 那样 一 个 p， 我 们 可 以 把 它 写成 p=m/n， 其 
中 m 及 n 都 是 整数 ， 而 且 可 以 选 得 不 都 是 偶数 ， 假 定 我 们 这 样 做 了 ， 于 是 由 (1) 
式 得 出 


1 一 27 ， (2) 


这 表明 mm 是 偶数 ， 因 此 m 是 偶数 (如 果 m 是 奇数 ， 那 么 me 将 是 奇数 )， 因 而 me 
能 被 4 整除 ， 于 是 (2) 的 右边 能 被 4 整除， 因而 w* 是 偶数 ， 这 又 说 明 n 是 偶数 . 

假定 (1) 式 成 立 ， 就 导致 m 及 n 都 是 偶数 的 结论 ， 这 与 m 及 nn 的 选择 相 矛 
盾 ， 因 此 ， 对 于 有 理 数 p，(1) 式 不 能 成 立 . 

现在 我 们 把 这 种 情况 考察 得 再 稍微 严密 一 些 . 令 A 是 使 p*<2 的 一 切 正 有 理 
数 户 的 集 ， 了 是 使 请 之 2 的 一 切 正 有 理 数 p 的 集 ， 我 们 来 证 明 A 里 没有 最 大 数 ， 
BB 里 没有 最 小 数 . 

更 明确 地 说 ， 对 于 A 中 的 每 个 p， 能 在 A 中 找到 一 个 有 理 数 9， 而 p<q， 并 
且 对 于 B 中 的 每 个 p， 能 在 B 中 找到 一 个 有 理 数 9， 而 a<p. 

为 了 做 这 件 事 ， 给 每 个 有 理 数 p0， 配 置 一 个 数 


_,_Pp-2_2p+2 
i J (3) 
于 是 
1 2 2(p—2) 
7 -2 = a (4) 


如 果 户 在 A 中 ， 那么 Pr 一 2<0，(3) 式 说 明 gp， 而 (4) 式 说 明 gq <2， 因 
而 4 在 4 中 . 

如 果 户 在 也 中 ， 那么 产 一 2>0，(3) 式 说 明 0<<9<< 户 ， 而 (4) 式 说 明 下 >>2， 
因而 g 在 B 中 . 

1.2 评注 上 面 这 番 讨 论 的 目的 就 是 说 明 : 尽管 两 个 有 理 数 之 间 还 有 另外 


的 有 理 数 (因为 ， 如 果 +<;， 那么 "< 字 *<:) ， 有 理 数 系 还 是 有 某 些 空 获 ， 而 实 


数 系 填 满 了 这 些 空 阶 。 这 就 是 实数 系 在 分 析 学 中 能 起 基础 作用 的 主要 原因 . 

为 了 说 明 它 和 复数 系 的 结构 ， 我 们 先 简单 地 讨论 一 下 有 序 集 和 域 的 一 般 
概念 . 
这 里 有 一 些 在 全 书 中 要 用 的 标准 的 集 论 的 术语 . 

1.3 定义 若 A 是 任意 集 ( 它 的 元 素 可 以 是 数 ， 也 可 以 是 其 他 物件 )， 我 们 
用 zEA 表 示 z 是 A 的 一 个 元 (或 元 素 ). 

如 果 工 不 是 A 的 元 ， 就 写成 xE& A. 

不 包含 元 素 的 集 称 为 空 集 ， 至 少 包 含 一 个 元 素 的 集 ， 叫 做 非 空 集 . 

如 果 A、B 都 是 集 ， 并 且 如 果 A 的 每 个 元 素 是 B 的 元 素 ， 就 说 A 是 B 的 子 
集 ， 记 作 ACB 或 BA 此外， 如 果 忆 中 有 一 个 元 素 不 在 A 中 ,就 说 A 是 B 的 
真子 集 ， 注意 ， 对 于 每 个 集 A， 有 ACA. 

如 果 ACB， 并 且 BCA， 就 写成 A= B， 不 然 就 写成 4 天 B. 

1.4 定义 在 第 1 章 ， 自 始 至 终 用 Q 表示 所 有 有 理 数 构成 的 集 ， 


有 序 集 

1.5 定义 设 S 是 一 个 集 ，S 上 的 序 是 一 种 关系 ， 记 作 过 ， 它 有 下 面 的 两 
个 性 质 : 

(i) 如 果 zxES 并 且 yES, 那么 在 

rz<y, r=y, y<zr 

三 种 述 语 之 中 ， 有 一 种 且 只 有 一 种 成 立 - 

(ii) 如 果 z，y，zES， 又 如 果 zx<y 且 ?一 xz， 那么 z<<z 

述 请“z<y” 可 以 读 作 *“z 少 于 y "或 "小 于 或" 工 先 于 ? 

用 >> 工 代替 工 <y， 时 常 是 方便 的 
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记号 I<y 指 的 是 x<y 或 + 二 y， 而 不 细 说 二 者 之 中 谁 能 成 立 。 换 句 话说， 
三 y 是 了 >y 的 否定 . 

1.6 定义 在 集 S 里 定义 了 一 种 序 ， 便 是 一 个 有 序 集 

例如 ， 如 果 对 于 任意 两 个 有 理 数 ~、*， 规 定 当 * 一 "是 正 有 理 数 时 表示 7 一 s， 
Q 就 是 一 个 有 序 集 . 

1.7 定义 设 S 是 有 序 集 ， 而 ECS， 如 果 存 在 BE S， 而 每 个 了 TEE， 满足 
x<B， 我 们 就 说 已 上 有 界 ， 并 称 B 为 下 的 一 个 上 界 . 

用 类 似 的 方法 以 定义 下 界 ( 把 过 换 成 过 就 行 了 ). 

1.8 定义 设 S 是 有 序 集 ，ECS, 且 E 上 有 界 . 设 存在 一 个 a€S, 它 具 
有 以 下 性 质 : 

(Da 是 EE 的 上 界 . 

(让 如 果 Y<a，Y 就 不 是 下 的 上 界 . 

便 把 a 叫做 EE 的 最 小 上 界 [由 (ii) 来 看 ， 显 然 最 多 有 一 个 这 样 的 "或 巨 的 上 
确 界 ， 而 记 作 


a = supE. 
类 似 地 可 定义 下 有 界 集 已 的 最 大 下 界 或 下 确 界 ， 述 语 
a=infE 


表示 a 是 E 的 一 个 下 界 ， 而 任何 合 于 B8>a 的 P， 不 能 是 下 的 下 界 . 

1.9 例 

(a) 把 例 1.1 中 的 集 人 A 与 B 看 作 有 序 集 Q 的 子 集 ， 集 A 上 有 界 ， 实 际 上 ， 
A 的 那些 上 界 ， 刚 好 就 是 B 的 那些 元 ， 因 为 B 没有 最 小 的 元 ， 所 以 A 在 Q 中 没 
有 最 小 上 界 . 

类 似 地 ，B 下 有 界 : B 的 所 有 下 界 的 集 ， 由 A 和 所 有 合 于 rEQ 并 且 rS0 的 
r 组 成 .因为 A 没有 最 大 的 元 ， 所 以 BB 在 Q 中 没有 最 大 下 界 . 

(b) 如 果 a=supE 存在 .这 a 可 以 是 的 元 ， 也 可 以 不 是 的 元 例如， 假 
设 已 是 所 有 合 于 rEQ 及 r<0 的 集 ， 假设 E 是 所 有 合 于 rEQ 及 r<<0 的 集 ， 于 
是 


supE, = supE; 一 0， 


而 0E& E,, 0€E,. 
(0) 假 设 n=1，2，3，*…， 由 所 有 数 1/n 组 成 , 那么 ，supE 一 1, 它 在 EE 
中 , 但 infE 一 0 不 在 正中 . 
1.10 定义 有 序 集 S， 如 果 具 有 性 质 : 
若 ECS, EE 不 空 , 且 EE 上 有 界 时 ，supE 便 在 S 里 .就 说 S 有 最 小 上 界 性 . 
例 1.9(a) 说 明 Q 没有 最 小 上 界 性 - 
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我 们 现在 来 证 明 ， 在 最 大 下 界 与 最 小 上 界 之 间 ， 有 密切 的 关系 ， 也 就 是 有 最 
小 上 界 性 的 每 个 有 序 集 ， 一 定 也 有 最 大 下 界 性 . 

1.11 定理 设 S 是 具有 最 小 上 界 性 的 有 序 集 ，BCS，B 不 空 且 B 下 有 界 . 
令 L 是 日 的 所 有 下 界 的 集 、 那么 

a = supL 

在 S 存 在 ， 并 且 a=infB. 

特别 地 说 就 是 infB 在 S 存在 

证 因 B 下 有 界 , 工 不 空 . 上 刚好 由 这 样 一 些 >ES 组 成 ,它们 对 于 每 个 
zxE B， 满 足 不 等 式 yz， 可 见 每 个 了 EB 是 上 的 上 界 . 于 是 工 上 有 界 ， 因 而 我 们 
对 S 的 假定 意味 着 S 里 有 工 的 上 确 界 ; 把 它 叫 做 a 

如 果 Y<a， 那 么 7 不 是 L 的 上 界 ( 参 看 定义 1.8)， 因 此 Yq B， 由 此 对 于 每 
个 zxEB，o< xz。 所 以 EL. 

如 果 a<B， 由 于 a 是 L 的 上 界 ， 必 然 BE& 工 . 

我 们 已 证 明了 : cEL. 而 当 B>a 时 ， 就 有 BFL， 换 句 话说 , a 是 B 的 下 界 ， 
但 车 B>a，B 就 不 是 B 的 下 界 ， 这 就 是 说 o 一 infB. 


域 


1.12 定义 域 是 一 个 集 FE， 它 具 有 两 种 运算 ， 叫 做 加 法 和 来 法 ， 这 些 运算 
满足 所 谓 “ 域 的 公理 ”A)，(M)， 及 (D): 

(A) 加 法 公理 

(Al) 如 果 zxEF，>EF， 它 们 的 和 xz+y 在 下 中 . 

(A2) 加 法 是 可 交换 的 ， 对 于 所 有 z，?>E 下 ， 


I+y=y+z. 
(A3) 加 法 是 可 结合 的 : 对 于 所 有 z，y，zEF， 
(z+ +z= z+ (y+2). 
(A4)F 含有 元 素 0， 对 于 每 个 EF， 有 
0+z=z. 
(A5) 对 应 于 每 个 EF， 有 一 元 素 一 +E F， 合 于 
z 十 (一 z) 一 0. 
(M) 乘 法 公理 
(M1) 如 果 zxEF，>EF， 它 们 的 乘积 zy 在 F 中. 
(M2) 乘 法 是 可 交换 的 : 对 于 所 有 的 蔗 >EF， 


Ty = 3- 
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(M3) 乘 法 是 结合 的 ， 对 于 所 有 的 x，y,，zEF， 

(zy)z = z(yz). 
(M4) 下 含有 元 素 1 天 0， 对 于 每 个 zxE 下， 

lr= 工 。 

(M5) 如 果 zEF 上 且 xz 天 0， 存 在 元 素 1/z， 合 于 

Z。(1/z) 一 1. 
(D) 分 配 律 

zy 十 z) = y+ 


对 于 所 有 z，>，zE 下 成 立 . 
1.13 评注 
(a) 人 们 经 常 (在 域 中 ) 用 


z 一 ,十 y+ eryz rT I 2I, 3 


以 代替 
1 


I+(— yx, (5)'(z+» +z,(y)z, 


TZ ETZT 工 十 工 ? 工 十 工 十 工 


(b) 如 果 在 所 有 有 理 数 的 集 Q 里 ， 使 加 法 与 乘法 采取 通常 的 意义 ， 域 的 公理 
显然 适用 ， 因 此 ，Q 是 一 个 域 . 
(中 虽然 详细 地 研究 域 ( 或 其 他 的 代数 结构 ) 并 不 是 我 们 的 目的 ， 但 是 证 明 Q 
的 某 些 众所周知 的 性 质 是 域 公理 的 推论 ， 还 是 值得 一 做 的 ; 一 旦 这 样 做 了 ， 就 不 
需要 对 实数 和 复数 再 去 证 明 这 些 性 质 了 . 
1.14 命题 ”加 法 公理 包含 着 以 下 几 个 述 语 : 
(8) 如 果 工 十 y 二 ZX 十 z， 就 有 ?一 zt 
(b) 如 果 工 十 y 二 xz， 就 有 y 二 03 
(c) 如 果 z 十 ?一 0， 就 有 ?一 一 
(d) 一 (一 z) 一 工 
(a) 是 消去 律 .(b) 中 y 的 存在 是 (A, ) 假 定 了 的 ，(b) 断 定 它 的 惟一 性 ; 〈c) 中 
y 的 存在 ， 由 (As ) 假 定 ，(c) 断 定 其 惟一 性 . 
证 z 十 ?=z 十 < 时 ，(A) 组 公理 可 以 给 出 
y=0+y= (一 z 十 z 十 ?一 一 z 十 (z 十 3) 
一 一 z 十 (z 十 z) 一 (一 z 十 如 十 < 一 0 十 = 一 工 
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(a) 得 证 . 在 (a) 中 取 z=0 就 是 (b). 在 (a) 中 取 z= 一 z 就 是 (c). 
因 一 + 十 z=0，(e)( 用 一 + 代替 xz，z 代替 y) 就 能 产生 出 (d). 
1.15 命题 来 法 公理 包含 着 以 下 几 个 述 语 : 
(a) 如 果 zx 天 0， 并 且 zy 二 Tz， 就 有 ?一 zi 
(b) 如 果 z 天 0， 并 且 zy 一 z， 就 有 y 一 1; 
(c) 如 果 xz 天 0， 并 且 zy 一 1， 就 有 y 一 1/z; 
(d) 如 果 z 天 0， 就 有 1/(1/z) 一 工 
证 明 与 命题 1. 14 的 证 明 类 似 ， 所 以 从 略 . 
1.16 命题 对 于 任何 Tr，y，zE 下 ， 域 公理 包含 着 以 下 的 述 语 
(a)0r=0 
(b) 如 果 z 天 0， 且 y 关 0， 那么 zy 才 0. 
(c)( 一 z)y 一 一 (zy) 一 (一 3)。 
(d)( 一 z)( 一 y) 一 zy 
证 0x 十 0x=(0 十 0)x 二 0z， 因 此 ,由 1.14(b) 有 0z=0， 而 (a) 成 立 . 
次 设 z 天 0，y 天 0 而 zy 二 0。 于 是 由 (a) 能 推出 
1= (3)(¥)» = (3)(#) =° 
矛盾 ， 于 是 (b) 成 立 . 
《ec) 中 前 一 等 式 ， 可 由 
(一 z)y+zy = (一 z+z)y 一 0y=0 
结合 1. 14(c) 得 来 ; 〈c) 的 后 半 可 用 同样 方法 证 明 ， 最 后 ， 由 (c) 及 1. 14(d) 得 
(一 z)( 一 y) = 一 [z( 一 J)] = 一 [一 (zy)] = zy. 
1.17 定义 有 序 域 是 一 个 域 下 ， 又 是 合 于 下 列 两 条 件 的 有 序 集 
(DD 当 z, y, zEF 有 y<z 时 , z+y<I+z; 
(iD 如 果 z，yE F，z>0 且 y>>0， 那 么 zy>0. 
如 果 z>0， 就 说 是 正 的 ; 如 果 + 二 0， 就 说 工 是 负 的 . 
例如 ，Q 是 有 序 域 . 
凡 属 研究 不 等 式 关系 时 所 施行 的 一 切 熟 知 的 规则 ， 可 以 用 到 任何 有 序 域 上 : 
用 正 ( 负 ) 量 乘 时 ， 保 留 ( 道 转 ) 不 等 式 的 方向 ， 平 方 不 为 负数 ， 等 等 ， 下 面 的 命题 
罗列 了 其 中 的 一 些 . 
1.18 ”命题 在 每 个 有 序 域 中 ， 下 面 几 条 述 语 都 正确 : 
(a) 如 果 >0， 那 么 一 了 <<0; 反 过 来 也 对 . 
(b) 如 果 z>0 而 y<z， 那么 Iy<zz. 
(c) 如 果 z<0 而 y<z， 那 么 Ty>xz. 
(d) 如 果 I 关 0， 那 么 ?0. 特别 有 1>>0. 
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(e) 如 果 0<z<y， 那 么 0<1/y<1/z. 
证 
(a) 如 果 z>>0， 那 么 0 一 一 z 十 z>> 一 z 十 0 一 一 z， 因 此 ， 一 zx 一 0 如果 x 过 0， 
那么 0= 一 z 十 z< 一 x 十 0; 因此 一 x+>>0. 这 就 证 明了 (a). 
《b) 因 为 >>>y， 就 有 z 一 y>>y 一 ?一 0， 因 此 ，z(z 一 ) 0， 所 以 
zz =I(z—y)+ry>0+ry = ry. 
(ce) 由 (a) 、(b) 及 命题 1. 16(c) 
一 [z(z 一 y)] = (一 z)(z 一 J) >0， 
因此 zx(z 一 y) 二 0， 而 得 zz 一 zy 
(d) 如 果 z>0， 由 定义 1. 17 的 第 (ii) 部 分 就 得 出 z* 之 0， 如 果 z<0， 那 么 
一 +>0, 因此 (一 xz)*>>0. 但 是 根据 命题 1.16(d), z 二 (一 zx)*， 因为 1= 
Vi 
(e) 如 果 y>0, 而 v<0， 那么 yo 和 0. 但 >，(1/y) 一 1 之 0. 因此 1/y>0. 


类 似 地 可 得 1/z 之 0 如果 把 不 等 式 x 二 y 两 端 乘 以 正 量 (1/z)(1/?)， 就 得 
到 1/y<1/z. 
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现在 叙述 存在 定理 ， 这 是 本 章 的 核心 

1.19 定理 具有 最 小 上 界 性 的 有 序 域 R 存在 

此 外 ，R 包容 着 QQ 作为 其 于 域 . 

第 二 句 话 表示 QCR 而 且 把 R 中 的 加 法 与 乘法 运算 用 于 Q 的 元 时 ， 与 有 理 数 
的 普通 运算 相 一 致 ， 又 正 有 理 数 是 R 中 的 正 元 素 . 

民 的 元 叫做 实数 . 

定理 1. 19 的 证 明 相当 地 长 ， 而 且 有 几 分 烦琐 ， 所 以 把 它 放 在 第 1 章 的 附录 
中 了 .这 证 明 实 际 是 从 久 来 构造 尺 . 

不 用 费 多 大 劲 ， 就 能 从 这 种 构造 法 提炼 出 下 一 定理 来 ， 但 是 我 们 宁愿 从 定理 
1. 19 来 推导 它 ， 因 为 这 样 可 以 对 于 人 们 怎样 运用 最 小 上 界 性 提供 一 个 很 好 的 
范例 . 

1.20 定理 

(a) 如 果 zER，yER 且 工 >0， 那么， 必定 存在 正 整数 m， 使 得 


nr > y. 
(b) 如 果 TER，yER 且 I 二 y， 那 么 一 定 存在 PEQ 合 于 
zr<p<y. 


8 第 1 章 


(a) 时 常 被 称 为 R 的 阿 基 米 德 性 . (b) 可 以 用 Q 在 R 中 稠密 的 说 法 来 陈述 ， 
意思 是 说 : 任何 两 实数 之 间 总 有 有 理 数 . 

证 

(a) 设 A 是 所 有 nz 组 成 的 集 ， 这 里 遍历 正 整 数 。 如 果 (a) 不 成 立 ， 那么 y 将 
是 A 的 一 个 上 界 . 但 是 这 样 的 话 ，R 里 就 有 A 的 最 小 上 界 . 令 a 王 supA， 因为 
>0, 于 是 a 一 x<a， 并且 a 一 x 不 是 A 的 上 界 . 因此 ， 对 某 个 正 整数 m, a 一 zx 过 
mr. 但 是 这 样 的 话 就 该 a 二 (m 十 1)zE€ A， 然 而 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 < 是 A 的 
上 界 . 

(b) 由 z<y， 得 > 一 z>0; 于 是 (a) 提 供 一 个 正 整数 ”使 得 


ny—z)>1. 

再 应 用 (a) ， 可 以 得 到 正 整数 m 及 m:， 合 于 mnz.。m: 记 一 nx， 于 是 

一 ma 一 mx 一 mm 
因此 有 正 整数 m( 一 m: 志 mm ) 使 得 

m—l<n<m. 
将 这 些 不 等 式 联系 起 来 就 得 到 

nr<meltn <ny. 

因为 w>0， 从 而 


I<2<y. 
n 


这 就 证 明了 (b) ， 而 p==m/n. 

现在 证 明正 实数 的 ”次 方 根 存在 ， 这 个 证 明说 明 ， 在 导 引 中 所 指出 的 困难 
(V2 的 无 理性 )， 是 如 何 能 在 R 里 处 理 的 . 

1.21 定理 ”对 于 每 个 实数 zx 二 0 及 每 个 整数 n>0， 有 一 个 且 仅 有 一 个 实数 
y>0， 使 得 六 二 工 . 

此 数 y 记 作 并 或 z*。 

证 这 样 的 y 最 多 有 一 个 : 这 是 显然 的 ， 因 为 由 0< 一 y: 就 有 加 天 史 . 

设 由 满足 "<z 的 所 有 正 实数 组 成 集 正 . 

如 果 4 二 zx/(1 十 x), 那么 0<t 二 1 由 此 让 <:<<z， 所 以 :EE 而 EE 不 空 . 

如 果 之 1 十 z， 那么 二 :>r， 因 此 tgE， 所 以 1+z 是 已 的 上 界 . 

于 是 ， 定 理 1. 19 保证 

y= supE 


存在 ， 为 了 证 明 y" 二 xz， 我 们 证 明 无 论 是 "zx 或 是 y"> 工 都 会 导致 矛盾 . 
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恒等式 如 一 a 二 (5 一 a) (Br! 十 br ?a 十 … 十 a"”!) 当 0<a<b 时 ,能 产生 不 
等 式 
Pa < b— am. 
假如 y" 二 xz， 选 一 个 h， 要 它 满足 0<h<1 和 
置 < 一 >，0 一 ?> 十， 就 得 
y+ —y hy+th" hly+ DD <r—y. 


于 是 (y+h)"<rf 而 y 十 AEE. 因 > 十 A>>， 这 与 ?是 已 的 上 界 这 事实 矛盾 . 
假如 >z， 置 


二 


Pea 
于 是 0<k<y， 如 果 :y 一 上 ， 便 可 以 推 知 
y-ray -yh <hy'=y—z. 
所 以 如 >z， 于 是 1 EE， 办 之 y- 上 是 EE 的 上 界 . 
但 yk<y， 这 与 y 是 EE 的 最 小 上 界 的 事实 矛盾 . 


由 此 一 zx 证 明 完毕 . 
系 如 果 a， 6 是 正 实数 ,而 nn 是 正 整数 ， 那 么 


证 命 o=a，B= 久 "由 于 乘法 可 以 交换 [定义 1. 12 中 之 公理 (M2)]， 
所 以 
wb = a'p' = (op)", 
由 定理 1. 21 所 说 的 惟一 性 可 以 断定 : (ab) = 虽 二 a6"。 
1.22 十 进 小 数 ” 我 们 指出 实数 和 十 进 小 数 之 间 的 关系 作为 本 节 的 结束 . 
设 zx 之 0 是 实数 ， 令 m 是 合 于 n。< 工 的 最 大 整数 . (注意 ,no 的 存在 性 ， 依 
赖 于 RR 的 阿 基 米 德 性 . ) 在 取 定 m，m ，…，m-, 之 后 ， 令 双 是 合 于 


的 最 大 整数 令 下 是 由 数 


nn 
加 十 苛 二 “二 信人 ==0,1,2,…) (5) 
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组 成 的 集 ， 于 是 二 supE. 工 的 十 进 小 数 展开 式 是 
na 。 Mm nzn3". (6) 
反之 ， 对 于 任何 无 穷 十 进 小 数 (6) 来 说 ，(5) 中 诸 数组 成 的 集 上 有 界 ， 并 且 


(6) 是 supE 的 十 进 小 数 展开 式 
因为 我 们 将 永远 不 用 小 数 ， 所 以 不 作 详细 讨论 


广义 实数 系 


1.23 定义 广义 实数 系 由 实数 域 R 及 两 个 符号 十 与 一 组 成 .我 们 保留 
RR 中 原来 的 顺序 ， 并 对 任何 +ER 规定 


一 ce <r<+o. 


显然 ， 十 oo 是 广义 实数 系 的 每 个 子 集 的 上 界 ， 且 每 个 不 空子 集 有 最 小 上 界 . 
例如 ， 如 果 巨 是 一 个 不 空 实 数 集 ， 它 在 R 中 不 上 有 界 ， 那 么 在 广义 实数 系 中 
supE= 二 oo. 

对 于 下 界 可 完全 一 样 进行 讨论 . 

广义 实数 系 不 成 域 ,但 习惯 上 作 如 下 的 约定 : 

(a) 如 果 是 实数 ， 那么 


3 工 
a 二 oo 


一 0. 


(b) 如 果 z>0， 那么 zx。( 十 co) = 十 co，z。( 一 ce) 一 一 co. 


(ec) 如 果 rz<0， 那 么 z。( 十 co) 一 - co，z。( 一 co)= 十 co. 
当 希 望 十 分 清楚 地 区 别 实数 及 符号 一 ="， 一 "时 ， 便 称 前 者 为 有 限 数 、 
复数 域 


1.24 定义 一 复数 是 个 有 序 的 实数 对 (简称 序 对 )(a，5). “有 序 的 "的 意思 
是 ， 如 果 a 天 bp， 那 么 (a, b) 和 (5，a) 就 认为 是 不 同 的 . 

设 +=(a,b)，y 二 (c，d) 是 两 个 复数 ， 当 且 仅 当 a=c 并 且 5=d 时 ， 我 们 写成 
zx=y (注意 ， 这 个 定义 并 不 完全 是 多 余 的 ; 想 想 表 成 整数 之 商 的 有 理 数 的 相 
等 )、 我 们 定义 : 

z+y=(atebt+d), 
zy =(ac — bd sad + be). 
1.25 定理 ”加 法 与 乘法 的 这 两 个 定义 ， 把 所 有 复数 的 集 变 成 了 一 个 域 ， 其 


(0，0) 与 (1，0) 起 着 域 中 0 与 1 的 作用 
证 “我 们 只 需 验证 定义 1. 12 中 所 列 的 域 的 公理 。 当然 我 们 要 用 R 的 域 结构 . 


实数 系 和 复数 系 11 


设 z= (ae, 人 D. y=(e, d), z=(e, f). 
(AD 显 然 . 
(A2D r+y—(ate, b+d)—(cta, d+b)=y+z. 
(A3)(z 十 y) 十 z =(ate, btd)+(e, f) 
=(atcte, btd+f) 
=(a, bP)+(cte, d+/f)=z+(y+z). 
(ADzr+0=(a, P+(0, 0)=(a, t=. 
(A5) 命 一 f=( 一 a， 一 了 则 十 (一 zt) 二 (0, 0)==0 
(Mj) 显然 . 
(M2)zry= (ac—bd, ad+be)=(ca—db, datcb)= yx. 
(M3)(zry)z =(ac—bd, adtbc)(e, f) 
=(ace—bde—adf—bcf, acf—bdf+adetbce) 
=(a, Dlce—df, cf+de)=zx(yz). 
(M4)1* z=(1, O(a, b)=(a, b)=7. 
(M5) 如 果 xz 闫 0， 就 是 (a，) 隆 (0，0)， 这 表示 实数 a， 6 中 至 少 有 一 个 不 是 
0， 因 此 ， 由 命题 1. 18(d)w: 十 矿 汪 0。， 而 我 们 能 够 定义 


了 二 (二 Pee 
r mare) 
于 是 
1 a -bb\ 二 
xz 二 一 ab) (Fes (0 一 1 

(D) rz(y 十 z= (ab(c 十 ed 十 月 

= (ac+ae—bd—bf,ad +af +be+te) 

= (ac— hdsad + be) + (Cae —bf ,af +be) 


= xy + zz. 


1.26 定理 对 于 任何 实数 a,， b， 有 
(ay0) + (6,0) = (a+6b,0),(a,0)(b,0) = (ab ,0). 


证 明显 然 . 

定理 1.26 说 明 ， 形 如 (a，0) 的 复数 与 对 应 的 实数 a， 有 同样 的 算术 性 质 . 
所 以 我 们 可 以 把 (a，0) 与 a 等同 起 来 .这 个 等 同 关系 使 实数 域 成 了 复数 域 的 一 个 
子 域 . 

读者 可 能 已 经 察觉 ， 这 里 定义 复数 时 ， 没 有 涉及 一 1 的 神秘 的 平方 根 ， 现 在 
证 明 记号 (a， 与 较 惯用 的 a 十 名 是 等 价 的 . 

1.27 定义 i=(0, D). 
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1.28 定理 =—1. 

证 =(0, D(0, D=(—1, 0)=—1. 
1.29 定理 如 果 a,b 都 是 实数 ， 那么 (a, 4b) 二 a 十 bi. 
证 atbi=(a, 0)+(b, 0)(0, 1) 


=(a, 0)+(0, b=(a, b). 
1.30 定义 ”如 果 a,，6 是 实数 ， 而 < 二 a 十 所 ， 就 把 复数 za 一 所 叫做 z 的 
共 二 数 . 数 5， 分 别 叫做 = 的 实 部 和 虚 部 . 
有 时 写成 
a = Re(z), 6 = Im(z). 


1.31 定理 如 果 <z 及 Ww 是 复数 ,那么 
(a) 


w=z 十 包 ， 


(b)zw=z + w, 

(0)z+z=2Re(z), z—z=2ilm(z). 

(d)zz 是 实数 且 是 正 数 (除了 = 一 0 时 ). 

证 (a)，(b)，(c) 都 十 分 明显 ， 今 证 (d)， 将 = 写成 < 二 a 十 bi， 并 注意 xz 一 
二 十 儿 ， 就 行 了 . 

1.32 定义 如 果 = 是 一 复数 ， 它 的 绝对 值 | z | 是 zz 的 非 负 平方 根 ; 
即 | =| =(zz)02. 

| = | 的 存在 性 (及 惟一 性 ) 由 定理 1. 21 及 定理 1. 31 的 (d) 得 来 . 

注意 ， 当 工 是 实数 时 z= 二 r+， 因此 ，| z | = V 丈 于是， 如 果 z>0，|z| = 一 zs 
如 果 z<0，|z| = 一 z. 

1.33 定理 设 z 和 w 都 是 复数 ， 那 么 

(a) | = | >>0 除 非 z==0，101=0， 

(blz|=|z|, 

(Olzwl=1z| iwl, 

(d) | Rez1 委 |1zi， 

(e) | z+uw|l 委 1z| 十 lvwl. 

证 (a) 及 (b) 是 显然 的 ， 设 = 一 a 十 6i，zw=c 十 可，a，b，c，d 为 实数 . 
于 是 

lzw |? =(ac — Bd) + (ad+b)’ 
=(a+b)(e+d) =|zl lwl’ 


或 | zw|1?=(|z| |w|)*. 由 定理 1.21 所 说 的 惟一 性 ， 便 能 推 得 (c). 
今 证 (d)， 注 意 a 全 a* 十 上 ， 由 此 ， 
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lal= Va SVa ter. 
今 证 (e) ， 注 意 zw 是 zw 的 共 思 e 数 ， 所 以 zw 十 zw 二 2Re(zw)。 由 此 ， 
lz+wl’= (z+w (z+w) = +w+rzwt+ ww 
=|z|’+2Re(zw)+|l wl 
lzl+2| zw |+lwl* 
=|zl:+2|zllwl+tlwl’ = (|z1+lw!). 
两 端 开 平方 即 得 (e). 
1.34 记号 如 果 ，…，, 都 是 复数 ， 把 它们 的 和 写成 
十 二 十 十 ,二 D2 


我 们 用 一 重要 不 等 式 来 结束 本 节 ， 它 通常 被 称 为 Schwarz 不 等 式 . 
1.35 定理 如 果 mw， az，…，a, 及 bi， 加，…，p6 都 是 复数 ， 那 么 


[Basl' < Do nD st. 
I™l jml j™l 


证 设 A=5|a,1*，B=Z1b 1*，C=2ajb,( 在 本 证 明 的 所 有 和 中 ，j 沉 
历 1，…，n 诸 值 )， 如果 B 二 0， 那 么 bh 二 … 二 b 二 0， 而 定理 的 结论 是 明显 的 . 
因此 ， 可 假定 B>0， 由 定理 1. 31， 有 


5 1Ba,—Cb, l= (Ba;— Cb) (Ba,— Cb,) 
BD) lal:—BCD)ab,—BCHab +I Cl D161 
= BA 一 B1C1 
一 B(AB 一 | C 1?). 
因 第 一 个 和 中 的 每 一 项 非 负 ， 而 知 
BCAB 一 | C 1) 二 0. 
由 B>0 推 得 AB 一 | C | *>0. 这 就 是 要 证 的 不 等 式 . 
欧 氏 空间 
1.36 定义 ”对 于 每 个 正 整 数 k， 设 R* 是 一 切 & 元 有 序 组 


1 


X= (zirT2s""* ,I) 


的 集 ， 其 中 x1，Zx:，*…，Zs 都 是 实数 ， 称 为 x 的 坐标 。R* 中 的 元 素 称 为 点 或 向 
量 . (特别 当 k>1 时 是 这 样 )， 我 们 用 粗 体 字 表示 向 量 ， 如 果 ?一 (> ，…，3u) 而 
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a 是 实数 , 令 
X 十 了 一 (Z 十 yz 十 zz 十 3)， 
一 (ariyarzyyare) 
于 是 x 十 yE R*，ax € R*， 这 就 规定 了 向 量 的 加 法 及 向 量 的 数 (标量 ) 乘 法 .这 两 
种 运算 满足 交换 律 ， 结 合 律 和 分 配 律 (由 实数 的 类 似 算 律 来 看 ， 这 不 难 证 明 . ) 而 
使 R* 成 为 实数 域 上 的 向 量 空间 .，R* 的 零 元 (有 时 称 为 原点 或 雷 向 量 ) 是 一 切 坐 标 
都 是 0 的 点 0. 
定义 x 与 y 的 “内 积 ”( 或 标量 积 ) 为 


和 Dy 
各 
又 定义 x 的 范 数 为 
4 
Ixrl= rao2 一 (六 了) 


现在 所 规定 的 结构 (具有 上 述 的 内 积 和 范 数 的 向 量 空间 R') 称 为 维 欧 氏 
空间 . 
1.37 定理 设 x，y，zER'， 而 a 是 实数 .那么 


(a) | x | >0; 
(b) | x | 二 0 当 且 仅 当 x=0; 
(Oy) larl=|lal Ix|; 


(dixey lx|l lyl 
(elrtyl<|lxl+t+ly 
(1x 一 | 委 |x 一 ?1 十 17 一 z1. 
证 (a)，(b)，(c) 都 显然 成 立 .(d) 是 Schwarz 不 等 式 的 直接 结果 ， 由 (d) 
| x+yl:= (x+y)* (x+y) 
三 E+2x。y+y*y 
<lxl+2lxliy!t+tlyl 
三 《| 六 | 十 | y 1). 
因而 (e) 获 证 。 最后， 在 (e) 中 用 x 一 了 代 x， 用 ?一 代 y 就 得 到 (DD). 
1.38 评注 定理 1.37(a)，(b) 及 (f) ， 使 我 们 可 以 把 R* 看 成 一 个 度量 空间 
(看 第 2 章 ). 
R: (全体 实 数 的 集 ) 通 常 称 为 直线 或 实 直线 。 同样，R 称 为 平面 或 复 平面 ( 比 
较 定义 1. 24 及 1. 36)、 在 这 两 种 情形 下 ， 范 数 恰好 是 相应 实数 或 复数 的 绝对 值 - 
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附录 


这 附录 ， 将 要 从 Q 去 创造 出 R， 借 以 证 明定 理 1. 19. 我 们 把 这 个 创造 过 程 
分 为 几 步 . 

第 一 步 RR 的 元 是 Q 的 确定 的 子 集 ， 称 为 分 划 . 规定 分 划 是 具有 以 下 三 种 性 
质 的 任意 集 aCQ. 

(JT)a 不 空 , a 才 Q. 

(J ) 如 果 PEa, gE€EQ 且 gq<p， 那 么 gEa. 

( 夺 ) 如 果 PEa， 那 么 必 有 某 个 rEa 使 得 p<r. 

字母 p， gq， "将 总 是 表示 有 理 数 ， 而 a，B，Y 将 总 是 表示 分 划 . 

注意 ，( 骨 ) 是 说 a 没有 最 大 化 ;了 ) 暗 含 荐 两 件 可 以 直接 运用 的 事实 : 

如 果 PEa 而 ga， 那 么 p<q. 

如 果 r4a 而 r 二 s， 那么 sa 

第 二 步 ” 规 定 用 “a<P 表 示 : a 是 8 的 真子 集 . 

我 们 来 验证 这 符合 定义 1. 5 的 要 求 . 

如 果 a<B 且 BY， 那么 显然 a 二 7.。 (真子 集 的 真子 集 还 是 真子 集 ).， 对 于 任 
何 一 对 a。，B， 显 然 三 种 关系 


a<p, a=p, P<a 


之 中 最 多 有 一 种 成 立 ， 为 了 证 明 至 少 有 一 种 成 立 ， 假 定 前 两 种 不 成 立 。 于 是 a 不 
是 8 的 子 集 ， 由 此 存在 一 个 pEa, 但 pgB， 如 果 gEB， 那 么 (因为 pFB)q<<p， 
央 而 由 ( 目 )qEa， 如 此 就 有 BCa。， 因 为 BZa， 所 以 可 以 断定 p<a. 

于 是 ， 现 在 R 是 有 序 集 了 . 

第 三 步 ” 有 序 集 民有 最 小 上 界 性 . 

证 令 A 是 R 的 不 空子 集 ， 且 假定 PER 是 A 的 上 界 . 规定 y 为 所 有 aEA 
的 并 . 换言之 ，pE y 当 且 仅 当 对 某 个 aEA 有 PEa. 今 证 YER,， 且 7 一 supA. 

因 4 不 空 ， 存 在 mwEA， 这 个 wm 不 空 ， 因 为 mwCy，7y 也 就 不 空 ， 此 外 ，7YCp 
(因为 每 当 a€E A， 必 然 aCB) 所 以 Y 关 Q， 于 是 7 满足 性 质 ( 工 ). 为 了 证 明 ( 卫 ) 和 
( 轩 )， 取 pEY， 于 是 有 某 个 a1 EA 使 PEa. 如 果 g<p， 那 么 gEa1， 由 此 9€Y; 
这 就 证 明了 ( 了 )， 如 果 选 得 rEam 并 且 +>>p， 就 知道 rEY( 因 为 a CY)， 所 以 Y 
满足 (四 ). 

于 是 YER. 

显然 只 要 a€ A， 必 然 a 

假定 8<7, 便 有 sE7Y 而 s&6. 既然 EY， 便 有 某 个 ae€ 人 使 得 sEa。 因此 
6<a, 而 且 6 不 是 A 的 上 界 . 

这 就 得 到 了 所 期 望 的 结果 : 7 二 supA. 

第 四 步 ”如果 aER 且 BER， 规定 a 十 B 为 由 所 有 和 7 十 s 组 成 的 集 ， 这 里 


16 第 1 章 


rEa 而 sER. 

规定 0" 为 所 有 负 有 理 数组 成 的 集 。 显然 0 是 一 个 分 划 . 我 们 用 0" 当 作 0， 
而 来 证 明 加 法 公理 ( 见 定义 1. 12) 在 RR 中 成 立 . 

(Al1) 需 要 证 明 十 B 是 分 划 ， 显 然 w+B 是 Q 的 不 空子 集 ， 取 rGa，s Fp， 那 
么 对 所 有 rEa，sE8 来 说 ，r 十 Y>>r 十 所 以 一 十 ?人 ac 十 因此 wa 十 B 具 备 性 质 (T)- 

取 pEat+B， 则 p=r 十 :， 这 里 rEa，sEpB， 如 果 9 二 p， 那 么 g 一 ;<r, 所 以 
gg 一 s€Ea; 而 g==(g 一 5) 十 Ea 十 B， 所 以 ( 且 ) 成 立 . 选 1€a 使 :>>r. 于 是 p<t 十 s 
并 且 4+sEa 十 B 所 以 (到 ) 成 立 . 

(A2)at+B 是 所 有 7r 十 s 的 集 ， 其 中 rEa，sEB 据 同一 定义 ,B+ta 是 所 有 :十 
的 集 ， 因 rr 十 s=s 二 r 对 所 有 rEQ 及 sEQ 成 立 ， 所 以 a 二 B==8+a. 

(A3) 和 上 边 一 样 ， 由 Q 内 的 结合 律 可 以 推 得 本 条 . 

(A4) 如 果 rEa，sE0" ， 那 么 r 十 s<r， 因 此 7 十 sSEo， 如 此 就 有 a 十 0 Ca. 

为 了 得 到 相反 的 包含 式 , 取 pEa 义 取 rEa, 使 rp. 就 有 PP 一 rE0" 而 
=r 十 (p 一 r) Ea+0° .所 以 aCa+0" .于 是 断定 a 二 0" 一 c. 

(A5) 固 定 了 a€ R. 令 B 是 具有 以 下 性 质 的 所 有 的 集 : 

存在 0 使 一 p 一 ra. 

换 名 话说， 有 比 一 小 一 点 的 有 理 数 不 在 a 内 

今 证 BER 并 且 a 十 B=0". 

如 果 sa 而 p= 一 s 一 J， 那么 一 p 一 14a， 由 此 pEB， 所 以 有 不 空 . 如果 
gEa, 那 么 一 qh 所 以 BQ， 因此 8B 满足 (了 ). 

取 pEB 及 r>0, 使 ~p 一 r&a 若 9<p， 则 一 9 一 r 人 > 一 一 从 而 一 9 一 r@a. 
于 是 gE€8B， 而 (了 成 立 . 令 ! 王 p 十 (r/2), 就 有 二 p 且 一 t 一 (r/2)== 一 p 一 r&a. 所 
以 :EB 内 此 有 满足 (但 

已 经 证 明了 BE R. 

如 果 rEa 并 且 sEB， 那么 一 ;fa， 因 之 r< 一 s,，r 十 ;<0. 于 是 at+BC0. 

为 了 证 明 反 向 包含 式 , 取 vE0'， 令 二 一 w/2. 于 是 w>>0， 必 有 整数 ”使 
得 mwEa 但 (n 十 1)w&a. (注意 ， 这 由 于 Q 有 阿 基 米 德 性 1) 命 p= 一 (n 十 2)w， 
则 由 一 p 一 wa 有 PEB， 也 就 有 

v=mw+pEat+B. 
于 是 0" Ca 十 有 

我 们 断定 了 a+ B=0 . 

这 8B 自然 该 用 一 a 来 记 它 - 

第 五 步 。 既然 证 明了 第 四 步 中 所 定义 的 加 法 满足 定义 1. 12 的 公理 (A)， 那 
么 命题 1. 14 必然 在 R 中 成 立 ， 并 且 能 够 证 明定 义 1. 17 的 两 个 要 求 之 一 : 

如 果 a，B，YER， 并且 B<7Y， 那 么 a+B<at+y. 

实际 上 ， 从 RR 中 十 的 定义 显然 有 a 十 8Ca 十 7; 倘若 < 十 B 一 < 十 y， 消 去 律 (命题 
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1. 14) 便 暗含 有 8 一 7 

又 随 之 有 ，“x>>0" 当 且 仅 当 一 a<0*. 

第 六 步 ”在 这 一 段 文字 里 ， 乘 法 比 加 法 更 麻烦 一 点 ， 这 因为 负 有 理 数 的 乘积 
是 正 有 理 数 ， 因 此 ， 我 们 首先 限于 在 R* 里 来 讨论 ，R* 是 所 有 aE R 之 合 于 
“>0 ”的 集 . 

如 果 a€R’* 且 BE R*， 定义 a 为 所 有 pp 组 成 的 集 ， Prs， 而 这 里 rEa， 
sEB，r>0,s>0 是 随意 选 定 的 . 

定义 1' 为 所 有 gq 一 1 组 成 的 集 . 

于 是 在 定义 1. 12 中 ， 把 下 换 成 RR'， 再 把 1' 当 作 1 用时， 公理 (M) 及 (D) 都 
成 立 。 

证 法 与 第 四 步 中 详细 给 出 的 十 分 相似 ， 因 此 从 赂 . 

注意 ， 特 别 是 ， 定 义 1.17 的 第 二 个 要 求 成 立 : 如 果 ac>0"”，pB>0"， 那 
么 op>>0* 

第 七 步 令 a0 一 0'a 一 0 且 令 

(一 (PB 如 果 ae<0'，8<0， 
P= Fe 如 果 a 二 0"，p>0"， 
一 [ae.(- 有 )] 如 果 a>>0"，Bp<0". 
就 使 乘法 定义 完全 了 . 上 式 右 端的 乘积 ， 是 在 第 六 步 里 定义 了 的 . 

既然 (在 第 六 步 中 ) 证 了 公理 (M) 在 R* 中 成 立 ， 再 证 它们 在 R 中 成 立 就 十 分 
简单 了 ， 只 要 重复 应 用 恒等式 y= 一 (一 7) 就 行 了 ， 这 恒等式 是 命题 1. 14 的 一 部 
分 ( 见 第 五 步 ). 

分 配 律 

a(B 十 7) = op+ay 
的 证 明 要 分 情况 ， 例 如 ， 设 c>>0" ，8<0' ，p8+7y>0"， 那 么 y=(B 二 7 力 十 (一 有 
且 ( 因 已 知 分 配 律 在 R' 成立 ) 
ay =ao(8 二 77 十。 (一 D)， 
但 a*' (一 B)= 一 (aB). 于 是 
B+ay = a(B 十 力 . 


其 他 情形 用 类 似 的 方法 处 理 . 

现在 ， 尺 是 具有 最 小 上 界 性 的 有 序 域 的 证 明 全 部 完成 . 

第 八 步 。 给 每 个 "EQ 配备 一 个 集 r"， 它 由 一 切合 于 p<r 的 PEQ 组 成 .显然 每 
个 是 一 个 分 划 ， 即 是 r" ER 这 些 分 划 满 足下 列 关系 . 

(a) r+s* =(r+s)°, 

(b) rs’=(r)", 
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(c) r* <s* 当 且 仅 当 r<s. 

为 了 证 (a), 选 pEr' 十 s"， 于 是 p=u 十 v， 这 里 w<r，v<s 因此 p<r+s， 
这 就 是 说 pE (r 十 9) . 

反之 , 假定 PE (r+5) ,那么 p<r+s. 选 1 使 22=r 二 s 一 p. 令 

r=r-t, s=s-it, 

就 有 rEr"，sE€s* 且 p=r 十 ， 所 以 PEr'* 十 s*. 

(a) 获 证 . (b) 的 证 明 与 此 类 似 . 

如 果 r<s， 那么 rEs"， 但 rE&r" ; 因 之 7* 之 s*. 

如 果 r" 二 s" ， 那 么 存在 一 数 PE 但 p&r". 因 之 , rp<s， 所 以 r<s。 

(c) 获 证 . 

第 九 步 ”在 第 八 步 中 已 经 知道 ， 把 有 理 数 7 换 作 相 应 的 有理 分 划 ”r* ER 
时 ， 和 、 积 及 顺序 不 变 ， 表 达 这 事实 的 术语 是 : 有 序 域 Q 与 有 序 域 Q 同 构 ，Q" 
的 元 素 是 有 理 分 划 . 当然 ，r" 绝 不 同 于 "， 但 我 们 所 涉及 的 性 质 (算术 的 及 顺序 ) 
在 这 两 个 域 里 是 一 样 的 . 

就 是 QQ 与 Q" 的 这 个 一 致 性 ， 才 使 我 们 把 @ 看 成 R 的 子 域 . 

定理 1, 19 的 第 二 部 分 ， 就 按 这 种 一 致 性 来 理解 。 注 意 ， 当 把 实数 域 看 成 复 
数 域 的 子 域 时 ， 还 会 出 现 同样 的 现象 ， 当 把 整数 集 等 同 于 Q 的 一 个 子 集 时 ， 这 现 
象 也 在 较为 初等 的 水 平 上 出 现 . 

任何 两 个 具有 最 小 上 界 性 的 有 序 域 同 构 ， 这 是 一 个 事实 ，( 我 们 不 打算 在 这 
里 证 明 )， 所 以 定理 1. 19 的 第 一 部 分 完全 刻 划 了 实数 域 R. 

书目 所 引 Landau 的 和 Thurston 的 书 ， 是 完全 讨论 数 系 的 ，Knopp 的 书 的 
第 1 章 ， 轻 松 地 描述 了 如 何 从 Q 得 到 R， 在 Hewitt 及 Stromberg 书 的 第 五 节 里 
用 的 是 另 一 种 构造 法 ， 其 中 定义 实数 是 有 理 数 Cauchy 序列 的 等 价 类 ( 见 第 3 章 ). 

我 们 这 里 所 用 的 在 Q 中 的 分 划 ， 是 Dedekind 发 明 的 ， 从 Q 利用 Cauchy 序 
列 来 构造 R 归功 于 Cantor，Cantor 及 Dedekind 都 是 在 1872 年 发 表 其 构造 法 的 . 


习题 

除去 有 明确 的 相反 的 说 明 以 外 ， 本 习题 中 所 提 到 的 数 ， 都 理解 为 实数 . 

1， 如 果 r(r 关 0) 是 有 理 数 而 是 无 理 数 ， 证 明 "十 z 及 rz 是 无 理 数 . 

2， 证 明 不 存在 平方 为 12 的 有 理 数 . 

3. 证 明 命题 1. 15. 

4. 设 巨 是 其 有 序 集 的 非 空 子 集 ;又 设 "是正 的 下 界 , 而 8 是 E 的 上 界 . 证 
明 o<8. 

5. 设 4 是 非 空 实数 集 ， 下 有 界 . 令 一 A 是 所 有 一 工 的 集 ，zEA. 证 明 

infA =— sup(— A). 
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6。 固定 b2*1. 
(a) 如 果 m. np，9 是 整数 ，x 全 0，9g 二 0， 且 r 一 m/n 一 加 9 证 明 
(br) 一 《0 


因此 ,定义 妇 一 (如 六 有 意义 . 

(b) 证 明 ， 如 果 与 是 有 理 数 ， 那 么 6"* 二 所。 双 . 

(c) 如 果 工 是 实数 .定义 B(x) 为 所 有 数 的 集 ， 这 里 :是 有 理 数 并 且 :天 工 . 
证 明 


Wr = supB(r) 
这 里 + 是 有 理 数 。 由 此 ， 对 于 每 个 实数 ， 定 义 
by = supB(x) 


是 合理 的 . 

(d) 证 明 ， 对 寺 一 切实 数 工 及 >， 刀 一 和 0 

7. 固定 b>1，y>>0， 按 照 下 面 的 提纲 来 证 明 ， 存 在 惟一 的 实数 使 0 二 > 
(这 工 叫做 以 5 为 底 y 的 对 数 ): 

(a) 对 每 个 正 整数 n， 包 一 1 三 nx(0 一 1). 

(b) 因 之 4 一 1 之 双 好 一 1)， 

(如果 1 之 1 且 n>06 一 D1 一 DD)， 那么 08" 之 4. 

(dd) 如 果 也 使 "三 y， 那么 对 于 足够 大 的 n，b”""w 达 y， 为 了 证 明 这 一 点 ， 
应 用 (而 取 1=y*b™. 

(e) 如 果 大 >y， 那 么 对 于 足够 大 的 六， 如 "二 

(人 ) 设 A 是 所 有 使 拉 一 y 成 立 的 外 的 集 ， 证 明 z 一 supA 满足 方程 人 一 

(g) 证 明 这 z 是 惟一 的 . 

8， 证 明 丰 复数 城中 不 能 定义 顺序 关系 以 使 其 变 成 有 序 域 . 

提示 : ~ 1 是 平方 数 . 

9. 设 < 一 a 所, 志 二 c 十 di， 革 a<c， 或 者 a=c 但 6d， 就 规定 z<<w， 证 
明 这 能 使 得 所 有 复数 的 集 变 成 有 序 集 〈 这 种 顺序 关系 叫做 字典 顺序 或 辞典 编 繁 
顺序 ， 其 理由 是 明显 的 )， 这 种 顺序 关系 有 没有 最 小 上 界 性 呢 ? 

10， 设 ==a 十 所 ，w 二 Ww 十 vi， 而 


4 


证 明 : 如 果 v 之 0， 那 么 过 一 zw， 而 若 v0 那么 (z)? 二 w. 由 此 断定 每 个 复数 (只 
有 一 个 例外 ) 有 两 个 复 平方 根 . 

11， 如 果 = 是 复数 . 证 明 存 在 * 之 0 及 复数 ww, |w| 二 1, 使 < 一 rw. 是 否 也 及 
永远 由 < 惟一 确定 ? 
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12. 如果 = ，z:z ，…，z。 是 复数 ， 试 证 
|= 十 二 十 … 十 [入 [alt+ |zl+ .+ |z,|. 
13， 如果 z+，y 是 复数 ， 试 证 


| |< i 


rg 


.如果 = 是 复数 且 |z| 二 1， 即 zz 一 1， 计 算 
11 十 zl? 十 11 一 z|:. 

15. 在 什么 条 件 下 Schwarz 不 等 式 中 的 等 式 成 立 ? 

16. 设 k 和 >3, x，yER':，|x 一 y|=d>0 且 r>0， 试 证 : 

(a) 如 果 2r>>d， 就 有 无 穷 多 个 zxE 尽 ' 使 


lz 一 x|= lz 一 中 = ~ 


(b) 如 果 2r 二 4d， 就 恰好 有 一 个 这 样 的 z. 
(c) 如 果 2r<d， 就 没有 这 样 的 z. 
如 果 上 是 2 或 1， 这 些 命题 应 怎样 修正 ? 
17， 如 果 xER*，yE€ R*， 试 证 : 
|x+yl?+ xoy|: = 2|x|:+2|y|*. 


用 几何 的 说 法 ， 把 它 解释 成 平行 四 边 形 的 命题 . 

18， 如 果 人 >>2, 且 xE R*, 证 明 存在 yE R', 使 得 y 关 0, 但 x，y 二 0， 如 果 
二 1, 这 还 对 不 对 ? 

19. 设 a€R'， bE R', 求 cER* 和 r>0 使 得 

|x—al=2|x—b 

当 且 仅 当 |x 一 cl=r. 

(答案 ; 3c=4b 一 a， 3r=2|b 一 a|.) 

20. 关于 附录 ， 设 把 性 质 ( 轩 ) 从 分 划 的 定义 中 删 去 ， 保 留 顺 序 及 加 法 的 原来 
定义 ， 证 明 所 得 的 有 序 集 有 最 小 上 界 性 ， 加 法 满足 公理 (A, ) 到 (A,)( 零 元 稍 有 不 
同 !) 但 (4; ) 不 成 立 . 
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有 限 集 、 可 数 集 和 不 可 数 集 


我 们 从 函数 概念 的 定义 开始 这 一 节 . 

2.1 定义 考虑 两 个 集 A 和 已， 它们 的 元 素 可 以 是 任何 东西 假定 对 于 A 
的 每 个 元 素 z， 按 照 菜 种 方式 ， 与 集 B 的 一 个 元 素 联系 着 ， 这 个 元 素 记 作 f(z); 
那么 ,就 说 是 从 A 到 B 的 一 个 画 数 (或 将 A 映 信 B 内 的 一 个 映射 )， 集 A 叫做 
了 的 定义 域 (或 者 说 了 定义 在 A 上 )， 而 元 素 f(z) 叫 做 了 的 值 ，f 的 一 切 值 的 集 
叫做 矿 的 值 域 . 

2.2 定义 设 A 和 B 是 两 个 集 ， /是 A 到 B 内 的 一 个 映射 ， 如果 ECA， 
对 于 一 切 zEE， 元 素 f(z) 所 成 的 集 定义 为 /(E)， 我 们 称 f(E) 为 EE 在 f 之 下 的 
象 ， 按 这 个 记 法 来 说 ，/(A) 就 是 /的 值 域 ， 显 然 /(A)CB， 如果 CA) 下， 就 
说 /将 A 映 满 B. (注意 ， 按 照 这 个 用 法 ,“ 映 满 ……” 比 “ 映 人 …… 内 ”更 特别 
些 ). 

ECB 时， 广 !(E) 表 示 一 切合 于 f(x) EE 的 xzEA 所 成 的 集 称 /-'(E) 为 
在 /之 下 的 弟 象 ，yEB 时 ，/'(y) 是 A 中 一 切合 于 f(x) 二 y 的 元 素 z 所 成 的 
集 ， 如 果 /-'(y) 对 于 每 个 yEB 至 多 含有 A 中 的 一 个 元 宗 ， 那 么 就 称 / 是 A 到 8B 
内 的 1-1( 一 对 一 的 ) 映 射 。 这 句 话 也 可 以 表述 如 下 : 如 果 对 于 妃 EA，zs EA， 当 
天 Zs 时，f(z1) 关 f(x:)， 那么 就 是 A 到 B 内 的 一 个 1-1 映射 

(zi 天 za 表示 zl 和 za 是 不 同 的 元 察 ; 否则 就 记 作 x1 一 x. ) 

2.3 定义 ”如 果 存在 A 到 B 上 的 一 个 1-1 映射 ， 那 么 就 说 A 和 B 可 以 建立 
1-1 对 应 ,或 者 说 A 和 B 具有 相同 的 基数 ， 或 者 就 简单 地 说 A 和 B 等 价 ， 并且 
记 作 A 一 B， 这 个 关系 显然 具有 下 列 性 质 : 

自 反 性 : A~A. 

对 称 性 : 如 果 A 一 B， 就 有 B 一 A. 

传递 性 : 如 果 A~B， 并且 B~C， 那么 A~C. 

任何 具有 这 三 个 性 质 的 关系 都 叫做 等 价 关系 . 

2.4 定义 ”对 于 任意 正 整数 a， 令 J。 表示 1，2，…，n 所 成 的 集 ， 令 了 表 
示 全 体 正 整数 所 成 的 集 ， 设 A 是 任意 一 个 集 。 我 们 说 

(a)A 是 有 限 的 ， 如 果 对 于 某 个 ,A 一 J,( 空 集 也 认为 是 有 限 集 ). 

(b)A 是 无 限 的 ， 如 果 A 不 是 有 限 的 

(c)A 是 可 数 的 ， 如 果 A~J. 

(d)A 是 不 可 数 的 ， 如 果 A 既 不 是 有 限 的 ， 也 不 是 可 数 的 . 

(e)A 是 至 多 可 数 的 ， 如 果 A 或 为 有 限 或 为 可 数 的 . 
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可 数 集 有 时 也 叫做 可 枚 举 集 或 可 列 集 . 

对 于 两 个 有 限 集 A 和 B 来 说 ,显然 A 一 B 当 且 仅 当 A 和 B 含有 同样 多 个 元 
素 ， 然 而 对 于 无 限 集 来 说 ,“ 含 有 同样 多 个 元 素 "的 概念 就 变 得 含糊 不 清 了 .但 
是 ，1 一 1 对 应 的 概念 仍然 是 清楚 的 . 

2.5 例 令 A 是 一 切 整数 的 集 ， 那么 A 是 可 数 的 . 这 因为 我 们 可 以 如 下 地 


排列 A 和 J : 
A: 0,，1， 一 1，2， 一 2，3， 一 3，… 
J: 1,2,3,4,5,6,7,. 


在 这 个 例子 里 ， 我 们 甚至 可 以 把 握 供 1-1 对 应 的 ， 从 J 了 到 A 的 函数 的 显 
式 写 出 来 : 
( 当 nn 是 偶数 )， 
fm = i 
一 ( 当 n 是 奇数 ). 


2.6 评注 一 个 有 限 集 不 能 与 它 的 一 个 真子 集 等 价 ， 然 而 对 于 无 限 集 来 说 ， 
这 却 是 可 能 的 ， 这 一 点 已 经 由 例 2. 5 指明 了 ,在 这 里 了 是 A 的 一 个 真子 集 . 

事实 上 ， 定 义 2. 4(b) 的 陈述 ， 可 以 代 之 以 : A 是 无 限 的 ， 如 果 A 与 它 的 一 
个 真子 集 等 价 . 

2.7 定义 定义 在 一 切 正 整 数 的 集 了 上 的 函数 叫做 一 个 序列 ， 如 果 对 于 ? 
EJ ，f/(m) 二 xz,， 习 惯 上 就 把 序列 用 符号 {zx,) 来 表示 ， 或 者 用 zz， ， 式 ，… 
来 表示 . 了 的 值 ， 即 元 素 x,， 叫 做 这 个 序列 的 项 ， 设 A 是 一 个 集 并 且 对 一 切 n€E 了， 
二 EA， 那么 {z,) 就 叫做 A 里 的 一 个 序列 ， 或 者 叫做 A 的 元 素 的 一 个 序列 . 

注意 ， 一 个 序列 的 项 7，zx:，xzr;，… 不 一 定 各 不 相同 . 

因为 每 个 可 数 集 是 定义 在 上 的 一 个 1-1 珊 数 的 值 域 ， 所 以 每 个 可 数 集 总 可 
以 看 成 一 个 各 项 都 不 同 的 序列 的 值 域 ， 说 得 随便 一 点 ， 可 以 说 每 个 可 数 集 的 元 
素 ， 总 可 以 “ 排 成 一 个 序列 ”. 

有 时 在 定义 里 用 一 切 非 负 整数 的 集 来 代替 J 是 方便 的 ， 这 就 是 说 ， 不 从 1 开 
始 ， 而 从 0 开始 . 

2.8 定理 可 数 集 A 的 每 个 无 限 子 集 也 是 可 数 集 

证 设 ECA 并且 E 是 无 限 集 把 A 的 元 素 z 排 成 一 个 不 同 元 素 的 序列 
{ZX,}。 按 以 下 方式 作 序列 {nn } : 

令 加 是 使 x,E 巨 的 最 小 正 整数 ， 当 症 ，…， mk 一 2，3，4，…) 选 定 以 
后 , 令吉 是 大 于 ni-1 并 且 使 z., EE 的 最 小 正 整 数 . 

令 /= (=1，2，3，…)， 我 们 便 得 到 了 已 和 了 之 间 的 一 个 1-1 对 应 . 

粗略 地 说 ， 这 个 定理 告诉 我 们 ， 可 数 集 表示 “最 小 的 "无限 性 : 没有 不 可 数 集 
能 够 是 可 数 集 的 子 集 的 . 

2.9 定义 设 A 和 0 都 是 集 ， 假定 对 于 A 的 每 个 元 素 a, 与 的 一 个 子 集 
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联系 着 ,这 个 子 集 记 作 EE. 
用 (EE) 来 表示 以 集 瑟 为 元 素 的 集 ， 我们 有 时 不 说 集 的 集 ， 而 说 一 组 集 或 一 族 集 . 
许多 集 E. 的 并 指 的 是 这 样 的 集 S: zxES 当 且 仅 当 至 少 对 于 一 个 ae€ A, 有 
TE EE, ,表示 并 的 记号 是 


S=UE.. (1) 
如 果 A 由 整数 1，2，…，n 组 成 ， 又 往往 写作 : 


(2) 


或 
S=EUEU…UE.. (3) 
如 果 A 是 一 切 正 整 数 的 集 ， 通 常 的 记号 是 


S=UE.. (0 


《4) 里 的 符号 ce 仅仅 表示 对 于 集 的 可 数组 来 取 并 ， 不 要 与 定义 1. 23 里 所 引入 
的 符号 十 c2， 一 c 混 请 了 . 

许多 集 E, 的 交 指 的 是 这 样 的 集 P: xz€EP 当 且 仅 当 对 一 切 a€ A， 有 rEE. 
如 同 对 于 并 那样 ， 采 用 的 记号 是 


P=NE., (5) 

或 
P= E.=ENEN.NE,, (6) 

或 
P=NE., (7) 


如 果 A 门 B 不 空 ， 就 说 A 与 B 相交 ， 否 则 就 说 它们 不 相交 . 

2.10 例 

(a) 设 天 由 1，2，3 组 成 ,，E; 由 2，3，4 组 成 ， 那 么 已 UE: 由 1，2，3，4 
组 成 ,而 已 几 E:. 由 2，3 组 成 . 

(b) 令 A 是 适合 0<zx 志 1 的 实数 工 所 成 的 集 ， 对 于 每 一 个 7E A， 令 E: 是 适 
合 0<y<z 的 实数 > 所 成 的 集 ， 那 么 

(iDE,CE. 当 且 仅 当 0<x<z<1; 

(ii WE: =E; 

id QE, 是 空 集 ; 
(让 和 (说 是 明显 的 ， 为 了 证 明 ( 疝 )， 我 们 注意 ， 对 于 每 个 y>0， 总 还 有 z<<》， 
所 以 y&EE,. 因此 y 插 QE: 
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2.11 评注 并 与 交 的 许多 性 质 都 非常 类 似 于 和 与 积 的 性 质 ; 实际 上 ， 有 时 
也 把 和 与 积 这 两 个 词 用 于 这 两 个 关系 .并 用 符号 三 及 二 来 代替 U 及 门 . 
交换 律 与 结合 律 是 明显 的 : 
AUB=BUA; ANB=BNA. (8) 
(AUBIUC=AUCBUC (ANBNC=AN(BNO. (9) 


因此 在 (3) 与 (6) 中 ， 不 写 括号 是 合理 的 . 
分 配 律 也 成 立 : 


AN(BUO= (ANB UANO. (10) 


为 了 证 明 这 一 事实 ， 将 (10) 的 左 端 和 右 端 分 别 记 作 EE 和 下 . 

设 zEE,， 那 么 zEA 且 rEBUC,， 即 ze 也 或 xEC( 也 可 能 同时 属于 二 者 ). 
因此 xEANB 或 TEANC， 从 而 xEF. 于 是 ECF. 

现在 设 xEF,， 那么 XE ANB 或 rE ANC， 这 就 是 说 ，zEA 且 rzEBUC. 
因此 zcEAm(CBUC)， 从 而 FCE. 


因此 ， 就 得 E= 下. 
我 们 再 列 出 几 个 关系 式 ， 这 些 关 系 式 都 容易 证 明 : 
ACA4UB， (11) 
ANBCA. (12) 
用 0 表示 空 集 ， 那么 
AU0=A, AN0=0. (13) 
如 果 ACB， 那 么 
AUB=B, ANB=A. (14) 
2.12 定理 设 (E,)n 二 1，2，3，*… 是 可 数 集 组 成 的 序列 ， 今 
S=UE， (15) 
那么 S 是 可 数 的 . 


证 把 每 个 集 E, 排 成 一 个 序列 {za }，k 二 1，2，3，*…， 而 来 考虑 无 限 阵列 


(16) 
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在 这 个 阵列 里 ，E, 的 元 素 构成 第 ” 行 . 这 个 阵列 含有 S 的 一 切 元 素 。 这 些 元 素 
可 以 按照 箭头 所 指出 的 顺序 排 成 一 个 序列 


TH IT Tl HTH Ta TH STH Ta Te 714 (17) 


这 些 集 E. 的 任何 两 个 如 果 有 公共 元 素 ， 那 么 这 些 公共 元 素 将 在 (17) 中 不 止 出 现 
一 次 .因此 一 切 正 整数 的 集 里 有 一 个 子 集 工 使 得 S 一 T， 这 就 证 明了 S 是 至 多 可 
数 的 (定理 2. 8). 因为 已 CS， 而 E, 是 无 限 的 ， 所 以 S 也 是 无 限 的 ， 从 而 是 可 
数 的 . 
推论 假定 A 是 至 多 可 数 的 ， 并且 对 应 于 每 个 a€ A 的 B。 是 至 多 可 数 
的 ， 令 
T=UB.. 


EA 
那么 本 是 至 多 可 数 的 。 
这 是 因为 工 与 (15) 的 一 个 子 集 等 价 . 


2.13 定理 设 A 是 可 数 集 又 假设 B, 是 一 切 灵 元素 组 (al，az，…，do) 
的 集 ， 这 里 ai EA(k 二 1，…，n)， 并 且 元 素 ai，az，…，a 不 一 定 不 相同 ， 那 
么 BB, 是 可 数 的 。 


证 Bi 显然 是 可 数 的 ， 因 为 B, 二 A， 假 设 B,-,(n 一 2，3，4，…) 是 可 数 的 . 
那么 ，B, 的 元 素 具 有 形式 


(ba) (bEB,',a€ A). (18) 


对 于 每 个 固定 的 5， 元 素 对 (5，a) 的 集 与 A 等 价 ， 因 而 是 可 数 的 ， 于 是 B, 是 可 
数 个 可 数 集 的 并 ， 由 定理 2. 12，B, 是 可 数 的 . 

于 是 由 归纳 法 证 明了 这 个 定理 

推论 ”一切 有 理 数 的 集 是 可 数 的 、 

证 “应 用 定理 2. 13 中 w=2 的 情形 .注意 每 个 有 理 数 7 是 bya 形状 的 数 ， 这 
里 a 和 4 是 整数 ， 一 切 数 对 (5，a) 的 集 是 可 数 的 。 从 而 一 切 分 数 w/a 的 集 是 可 
数 的 . 

实际 上 ， 甚 至 一 切 代数 数 的 集 也 是 可 数 的 (见习 题 2). 

然而 下 面 的 定理 告诉 我 们 ， 并 不 是 所 有 的 无 限 集 都 是 可 数 的 . 

2.14 定理 设 A 是 由 数码 0 和 1 构成 的 一 切 序列 的 集 ， 这 个 集 A 是 不 可 
数 的 。 

A 的 元 素 都 是 像 1，0，0，1，0，1，1，1，… 这 样 的 序列 

证 设 E 是 A 的 一 个 可 数 子 集 ， 并 且 设 玉 由 一 列 元 素 5，s， ss，… 组 成 . 
现在 构造 一 个 序列 s 如 下 ， 如 果 在 s, 里 ,第 个 数码 是 1， 就 令 ;的 第 7 个 数码 
取 0， 如 果 5, 中 第 个 数码 是 0， 就 令 ;的 第 个 数码 取 1。 于 是 序列 ;与 E 里 的 
每 个 序列 至 少 有 一 位 不 同 ， 从 而 *E 已 然而 显然 *E A. 所 以 是 A 的 真子 集 . 
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这 就 证 明了 A 的 每 个 可 数 子 集 是 A 的 真子 集 . 因此 A 是 不 可 数 集 ( 否 则 A 
将 是 它 自己 的 一 个 真子 集 ， 这 不 可 能 ). 

以 上 证 法 的 思想 是 Cantor 首先 使 用 的 ， 并 且 称 为 Cantor 的 对 角 线 手法 ; 因 
为 如 果 把 序列 ss，s: ，s;，… 排 成 (16) 那 样 一 个 阵列 ， 那 么 在 构造 新 序列 时 ， 涉 
及 的 就 是 对 角 线 上 的 元 素 . 

熟悉 实数 的 二 进位 表示 法 (以 2 代替 10 为 基 ) 的 读者 会 注意 到 ， 定 理 2. 14 暗 
示 着 一 切实 数 的 集 是 不 可 数 的 。 在 定理 2. 43 里 ， 还 要 对 这 个 事实 做 另外 的 证 明 . 


度量 空间 


2.15 定义 设 X 是 一 个 集 ， 它 的 元 素 叫 做 点 ， 如 果 X 的 任意 两 点 p 和 a， 
联系 于 一 个 实数 d(p，g)， 叫 做 从 p 到 9 的 距离 ， 它 合乎 条 件 : 

(a) 如 果 p 关 gq， 那 么 d(p，9)>>0; d(p，p)=0; 

(bd(p, gq)=d(g, p); 

(c) 对 于 任意 rEX, d(p,， 9D) 导 d(p, 7)t+d(r, gq); 
就 称 X 是 一 个 度量 空间 . 

具有 这 三 条 性 质 的 函数 叫做 距离 函数 或 度量 ， 

2.16 例 从 我 们 的 论点 来 说 ， 最 重要 的 度量 空间 是 欧 氏 空间 R'， 特 别 是 
有 R' (实数 轴 ?和 R*( 复 平面 ); 在 R' 中 ， 距 离 定义 为 

dz,y) = |x—y) (ry€ R'). (19) 


由 定理 1. 37， 这 样 定义 的 距离 满足 定义 2. 15 的 条 件 . 

重要 的 是 应 该 注意 : 一 个 度量 空间 X 的 每 个 子 集 Y， 对 于 同一 个 距离 函数 来 
说 ，Y 本 身 也 是 一 个 度量 空间 ， 因 为 定义 2. 15 里 的 条 件 从 (a) 到 (c)， 如 果 对 于 
pP，g，rEX 成 立 ， 那 么 显然 把 p,q，r 都 限制 在 Y 里 的 时 候 ， 这 些 条 件 自然 也 
成 立 . 

这 样 一 来 ， 凡 欧 氏 空间 的 子 集 都 是 度量 空间 ， 空 间 《(K) 和 8 (y) 是 度量 空 
间 的 其 他 例子 ， 这 二 者 将 分 别 在 第 7 章 和 第 11 章 里 讨论 

2.17 定义 满足 条 件 <z<b 的 一 切实 数 z 的 集 叫 做 开 区 间 ， 记 作 (e， 仿 . 

满足 条 件 cz<6 的 一 切实 数 工 的 叫做 闭 区 间 ， 记 作 [a，65]. 

有 时 我 们 还 会 遇 到 “ 半 开 区 间 ”[a，5) 和 (a, 65]; 第 一 个 由 满足 条 件 a 夺 +<6 
的 一 切 z 组 成 .第 二 个 由 满足 条 件 a。 二 x<6 的 一 切 工 组 成 . 


设 4,<b.， i==1，2，…，k，R* 中 坐标 满足 不 等 式 a1 人 x1<b(1<i<k) 的 
一 切 x=(x1，Z，…，Zi) 所 成 的 集 叫做 一 个 大方 格 .1- 方 格 就 是 闭 区 间 ，2- 方 
格 就 是 矩形 ， 等 等 . 


设 rER' 而 ">0。R* 中 满足 条 件 |7 一 x| <r( 或 |y 一 x| 二 7) 的 一 切 点 > 的 集 
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B， 岂 做 中 心 在 x 点， 半径 为 r 的 开 ( 或 闭 ) 球 . 
集 ECR' 叫做 串 的 ， 如 果 每 当 xEE，yE EE， 而且 0<4<1 时 ,就 有 
XxX+(—VyEE 
例如 ， 球 都 是 凸 集 ， 因为， 如 果 |y 一 x| 一 r，|z 一 x| 一 rr， 又 0 一 <<1， 那 么 


la 十 (1 一 Mi)z 一 xl 一 |AC 一 z 切 十 (1 一 M)(z 一 2)| 
去 1|y 一 x| 十 (1 一 i)|z 一 xl 一 ir 十 (1 一 ip)r 一 六 


这 证 法 也 可 以 用 于 闭 球 .容易 知道 天方 格 也 是 凸 集 . 

2.18 定义 设 X 是 一 个 度量 空间 ， 下 面 提 到 的 一 切 点 和 一 切 集 ， 都 理解 
为 X 的 点 和 集 . 

(a) 点 户 的 人 域 N,(p) 指 的 是 满足 条 件 4d(p，g)<r 的 一 切 点 9 所 成 的 集 ， 数 
"叫做 NN,(p) 的 半径 . 

(bb 点 户 叫 做 集 EE 的 极限 点 ， 如 果 p 的 每 个 邻 域 都 含有 一 点 9qE 而 q 关 p. 

(ce) 如果 pEE 并 且 p 不 是 E 的 极限 点 ， 那么，p 就 叫做 EE 的 孤立 点 . 

(d) 巨 叫做 闭 的 ， 如 果 正 的 每 个 极限 点 都 是 下 的 点 . 

(e) 点 户 叫 做 下 的 一 个 内 点 ， 如 果 存 在 户 的 一 个 邻 域 N， 有 NCE. 

《DE 叫做 开 的 ， 如 果 下 的 每 个 点 都 是 正 的 内 点 . 

(g)E 的 余 集 ( 记 作 天 ) 指 的 是 一 切合 于 pEX 及 P&E 的 点 的 集 . 

(hb) 巨 叫做 完全 的 ， 如 果 下 是 闭 集 ， 并且 的 每 个 点 都 是 的 极限 点 . 

(DE 叫做 有 界 的 ， 如 果 有 一 个 实数 M 和 一 个 点 9EX， 使 得 一 切 PEE 都 满 
足 d(p, 9 <M. 

(DE 叫做 在 X 中 和 稠密， 如 果 X 的 每 个 点 或 是 的 极限 点 ， 或 是 正 的 点 (或 
兼 此 二 者 ). 

我 们 注意 ， 在 R' 里 ， 邻 域 就 是 开 区 间 ， 而 在 R* 里 ， 邻 域 就 是 圆 的 内 部 . 

2.19 定理 邻 域 必 是 开 集 

证 试看 一 个 邻 域 E= N,(p), 令 4 是 EE 的 任意 一 点 于 是 有 一 正 实数 h， 
使 得 

d(p,q9) =r—h. 
对 于 一 切 适合 条 件 d(gq，s)<h 的 点 s， 我 们 有 
d(pss) Sd(ps0)) 十 dg,s) <r—hth=r, 


所 以 sSEE.、 因此，9 是 EE 的 内 点 . 

2.20 定理 如 果 户 是 集 的 一 个 极限 点 ， 那 么 户 的 每 个 邻 域 含有 下 的 无 
限 多 个 点 . 

证 ”假设 有 户 的 某 个 邻 域 N 只 含有 EE 的 有 限 多 个 点 . 令 9，…， 4 是 NNE 
中 这 有 限 个 异 于 的 点 . 


r= mind(p,g") 
lS men 


[我 们 用 这 个 记号 表示 d(p，q1)，…，d(p，g.) 中 最 小 的 那个 数 ]。， 有 限 个 正 数 
中 的 最 小 数 显 然 是 正 的 ， 所 以 一 0. 

领域 N,(p) 不 能 再 含有 下 的 点 4 而 g 关 Pp 的 了 . 所 以 轧 不 是 E 的 极限 点 这 
是 个 矛盾 ， 定 理 得 证 . 

推论 有限 的 点 集 没有 极限 点 - 

2.21 例 我 们 考虑 下 列 R* 的 子 集 : 

(a) 满 足 条 件 |z| 二 1 的 一 切 复数 = 的 集 . 

(b) 满 足 条 件 |z | 三 1 的 一 切 复数 = 的 集 - 

(c) 一 个 有 限 集 . 

〈d) 一 切 整数 的 集 . 

(e) 由 数 1/n(n=1，2，3，…) 所 组 成 的 集 ， 我 们 注意 这 个 集 下 有 一 个 极限 
点 ( 即 z=0)， 然 而 忆 中 没有 一 个 点 是 EE 的 极限 点 : 我 们 应 当 重视 “有 极限 点 "和 
“含有 极限 点 ”的 不 同 . 

(人 ) 一 切 复数 的 集 ( 即 R*). 

(g) 开 区 间 (a， 5)。 

注意 (d) ，(e) ，(g) 还 可 以 看 作 R' 的 子 集 . 


这 些 集 的 某 些 性 质 表 列 如 下 : 

闭 开 完全 有 界 
(a) 否 是 否 是 
(b) 是 否 是 是 
(c) 是 否 否 是 
(d) 是 否 否 否 
(le) 否 否 过 是 
(人 是 是 是 否 
(g) 否 否 是 


在 (g) 里 ,我 们 把 第 二 栏 空 了 起 来 .这 是 因为 如 果 认 为 开 区 间 (a,，5) 是 R* 的 
子 集 ， 便 不 是 开 集 ， 然 而 它 是 R' 的 开 子 集 . 
2.22 定理 设 {E.) 是 车 干 ( 有 限 个 或 无 限 多 个 ) 集 .的 一 个 组 ， 那 么 


(UE.) =N (E,). (20) 
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证 令 A 和 和 B 分 别 表示 (20) 的 左 端 和 右 端 .如 果 zEA， 那么 x UE.. 因 
此 对 于 任意 a，zE。， 从 而 对 任意 a， xEE:, 所 以 x ENE:. 即 ACB. 

反 过 来 ， 如 果 xzE B， 那 么 对 于 每 个 a，xE E;， 从 而 对 每 个 a, zg E。. 因 
此 ,x &UE.. 即 z€ (UE.)". 于 是 BC A. 

这 就 证 明了 A= B. 

2.23 定理 巨 是 开 集 当 且 仅 当 它 的 余 集 是 闭 集 . 

证 首先 设 FE 是 闭 集 ， 取 xzEE， 那么 z&E. 工 也 不 能 是 E“ 的 极限 点 ， 于 
是 z 有 一 个 领域 N 使 得 E“ 门 N 是 空 集 ， 这 就 是 说 ，NCE， 所 以 + 是 EE 的 内 点 ， 
从 而 瑟 是 开 的 . 

其 次 ， 设 正 是 开 集 . 令 工 是 E“ 的 一 个 极限 点 。 那么 的 每 个 邻 域 售 有 E” 的 
点 ， 所 以 不 是 EE 的 内 点 .因为 已 是 开 集 ， 这 就 是 说 zxE E". 因 此，E" 是 闭 集 . 

推论 下 是 闭 集 当 且 仅 当 下 的 余 集 是 开 集 。 

2.24 定理 ‘ 

(a) 任 意 一 组 开 集 {G。} 的 并 UG。 是 开 集 . 

(b) 任 意 一 组 闭 集 {F,} 的 交 门 F。 是 闭 集 . 


(中 任意 一 组 有 限 个 开 集 Gi，…，G, 的 交 人 G, 是 开 信 - 
(d) 任意 一 组 有 限 个 闭 集 Fl，…，F, 的 并 册 F, 是 于 入， 


证 令 G=UG。. 如 果 zEG， 就 有 某 个 a， 使 得 EG,， 因 为 是 G。 的 一 


个 内 点 ， 所 以 也 是 G 的 内 点 ， 从 而 G 是 开 集 ， 这 就 证 明了 (a). 
根据 定理 2. 22 


(NF.)'=U (F,), (21) 
而 由 定理 2. 23，F; 是 开 集 ， 因 此 由 (a) 知 道 (21) 是 开 集 ， 从 而 站 F。 是 闭 集 . 


其 次 ， 设 一 所 G,， 对 于 任意 <E H， 存 在 z 的 邻 址 NN,， 其 半径 为 ， 使 得 
N,CG(i=1, 2,…, ). 令 
r= min(ris ,Te), 


又 令 N 是 z 的 以 r 为 半径 的 邻 域 ， 于 是 对 于 i=1,*…,，n,，NCG,， 从 而 NCH， 
所 以 日 是 开 集 . 
通过 取 余 集 ， 就 可 以 由 (c) 得 出 (d) 来 : 


(UF) = 所 CPD). 


2.25 例 在 前 面 定理 的 (c) 和 (d) 里 ， 两 个 组 的 有 限 性 是 必 不 可 少 的 ， 例 如 


30 第 2 章 


令 G, 是 开 区 间 (一 二 ， 十)(n==1, 2,3，…), 那么 G. 是 及 的 开 子 集 ， 令 


C 一 0 6G.， 那 么 G 仅 由 一 点 ( 即 z 一 0) 组 成 ， 因 而 不 是 R' 的 开 子 集 . 

因此 ， 一 组 无 限 多 个 开 集 的 交 不 一 定 是 开 集 . 同 理 ， 一 组 无 限 多 个 闭 集 的 并 
不 一 定 是 闭 集 . 

2.26 定义 设 XX 是 度量 空间 ， 如 果 ECX，E' 表示 上 在 X 中 所 有 极限 点 
组 成 的 集 ， 那 么 ,把 =EUEE' 叫 做 EE 的 闲 包 . 

2.27 定理 设 久 是 度量 空间 ,而 ECX， 那么 

(a)E 闭 

(b) 尼 一 巨 当 且 仅 当下 闭 

(c) 如 果 闭 集 FCX 且 ECF,， 那么 ECF. 

由 (a) 和 (c), 巨 是 X 中 包含 E 的 最 小 闭 子 集 . 

证 

(a) 如 果 PEX 而 轧 & 巨 ， 那 么 户 既 不 是 已 的 点 ， 又 不 是 巨 的 极限 点 ， 因 此 ， 
有 某 邻 域 与 不 交 ， 所 以 互 的 余 集 是 开 集 ， 由 此 ， 巨 闭 . 

(b) 如 果 下 = 巨 ，(a) 就 表明 正 闭 .如 果 巨 闭 ,那么 ECE( 据 定义 2.18(d) 及 
2.26)， 由 此 ，E=E. 

(c) 如 果 下 闭 且 F 刁 E， 那 么 FF 因此 FDE'. 于 是 FE. 

2.28 定理 设 已 是 一 个 不 空 实 数 全 ， 上 有 界 ， 令 ?一 supE， 那 么 YE 下 
因此 ， 如 果 巨 闭 ， 那 么 ，yE 正 . 

请 与 $ 1. 9 的 例 比较 . 

证 如 果 yEE， 那么 yYEE， 设 ygE， 于 是 对 于 每 个 >0， 存 在 EE， 使 
得 y 一 h<<z 二 y， 因 若 不 然 ，y 一 A 就 是 E 的 上 界 了 .所 以 y 是 EE 的 极限 点 ， 因 此 
yE 正 . 

2.29 评注 设 ECYCX， 这 里 X 是 度量 空间 ， 凡 当 说 下 是 X 的 开 子 集 
时 ， 就 是 说 能 给 每 个 点 xPEE 配备 一 个 正 数 r， 使 得 4(p，9g) <r 和 9EX 能 保证 
gE E， 然 而 我 们 已 经 看 到 (第 2. 16 段 )Y 也 是 度量 空间 ， 所 以 我 们 可 以 照样 地 在 
Y 里 做 这 些 规定 ， 十 分 明白 地 说 ， 如 果 能 给 每 个 pEE 配备 一 个 "0， 凡 当 
d(p，g)<r 且 gEY 时 ， 就 有 9gEE， 我 们 就 说 已 关于 立 是 开 的 ， 例 2. 21(g) 告 诉 
我 们 ， 一 个 集 可 以 关于 Y 是 开 的， 然而 却 不 是 X 的 开 子 集 ， 但 是 在 这 两 个 概念 
之 间 有 一 简单 关系 ， 现 在 我 们 就 来 讲 它 . 

2.30 定理 设 YCX,Y 的 子 集 EF 关于 Y 是 开 的 ， 当 且 仅 当 义 有 某 个 开 子 
集 G, 使 E=YNG. 

证 设 E 关 于 Y 是 开 集 ， 那么 对 于 每 个 PEE， 有 正 数 m 使 得 条 件 4(p，9g) 
< 一 rm 与 9EY 保证 gEE. 令 V, 是 一 切合 于 d(p，9)<m 的 9EX 的 集 ， 并 定义 


G = WV 
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那么 根据 定理 2. 19 和 2.24，G 是 X 的 开 子 集 . 

因为 一 切 PEE 都 有 PEV。,， 显 然 ECGNY. 

按照 V, 的 选取 ， 对 于 每 个 PE E， 我 们 有 VsmYCE， 从 而 GmnYCE. 这 样 
一 来 ，E 一 GIY， 而 定理 的 一 半 就 被 证 明了 . 

反 过 来 ， 如 果 G 是 X 的 一 个 开 集 ， 而 下 =GmY， 那 么 每 个 PE 已 有 一 个 邻 
域 wwCG， 于 是 VsmYCE， 所 以 下 关于 Y 是 开 集 . 
紧 集 

2.31 定义 设 巨 是 度量 空间 X 里 的 一 个 集 ，E 的 开 履 盖 指 的 是 X 的 一 组 
开 子 集 1G.)， 使 得 ECU G.. 

2.32 定义 ”度量 空间 XX 的 子 集 K 叫做 紧 的 ， 如 果 K 的 每 个 开 覆 盖 总 含有 
一 个 有 限 子 覆盖 . 

说 得 更 明确 一 些 ， 这 个 要 求 就 是 ， 如 果 {G,)} 是 天 的 一 个 开 覆 盖 ， 那 么 总 有 
有 限 多 个 指标 wm ，…，a, 使 得 


KCG U…UG.. 


在 分 析 学 里 ， 特 别 是 牵涉 到 连续 性 时 (第 4 章 ) ， 紧 性 的 概念 是 极为 重要 的 . 

每 个 有 限 集 显 然 是 紧 集 ， 在 R* 中 存在 很 大 一 类 无 限 的 紧 集 ， 这 一 点 将 见于 
定理 2.41. 

先前 (在 2. 29 段 ) 我 们 说 过 ， 如 果 ECYCX， 那 么 E 可 能 关于 Y 是 开 的 ， 而 
关于 X 不 是 开 的 .因此 ， 集 的 开 与 不 开 全 在 于 被 安置 的 空间 ， 同 样 地 ， 集 的 闭 
与 不 闭 也 是 如 此 . 

然而 我 们 即将 看 到 ， 紧 性 表现 得 较 好 ， 为 了 叙述 下 一 个 定理 ， 我 们 暂时 说 ， 
如 果 符 合 了 定义 2. 32 的 要 求 ，K 就 关于 X 是 紧 的 . 

2.33 定理 设 KCYCX. 那么 K 关于 XX 是 紧 的 当 且 仅 当 民 关于 Y 是 
紧 的 。 

根据 这 个 定理 ， 在 许多 场合 ， 我 们 可 以 认为 紧 集 本 身 就 是 紧 度量 空间 ， 而 不 
必 考 虚 它 是 被 安置 在 什么 空间 内 的 .特别 是 谈论 开 空间 或 闭 空间 尽管 没什么 意义 
(每 个 度量 空间 X 是 它 自身 的 开 子 集 ， 也 是 它 自身 的 闭 子 集 )。 但 是 谈论 紧 度 量 
空间 却 有 意义 . 

证 设 开关 于 X 是 紧 的 ， 并 且 设 {V- ) 是 一 组 关于 工 是 开 的 集 ， 使 得 大 CU V。 
由 定理 2.30, 对 一 切 a, 各 有 关于 X 是 开 的 集 G。， 使 得 V, 二 YG。。 又 因为 K 
关于 X 是 紧 的 ， 我 们 可 以 选 出 有 限 多 个 指标 a ，…，%. 使 得 


KCG, UUG.. (22) 
因为 KCY， 那么 (22) 意 味 着 
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KGY WU; (23) 


这 就 证 明了 K 关于 Y 是 紧 的 . 

反 过 来 , 设 K 关 于 Y 是 紧 的 . 令 {G:.} 是 X 的 一 组 开 子 集 ， 并 且 能 覆盖 天 . 
令 V. 二 YNG。,， 那 么 便 能 选 出 若干 <， 比如 wm ，…，a,， 使 得 (23) 成 立 ; 又 因为 
V.CG.， 所 以 (23) 成 立 又 意味 着 (22) 成 立 . 

2.34 定理 凡 度 量 空间 的 紧 子 集 都 是 闭 集 . 

证 设 K 是 度量 空间 X 的 紧 子 集 ， 我 们 来 证 明 ，K 的 余 集 是 X 的 一 个 开 
子 集 . 

设 PEX，pFK. 如 果 g€EK， 令 V, 和 W, 分 别 是 p 和 gq 的 邻 域 ， 它 们 的 半 


径 小 于 记 d(p， 9q) [参看 定义 2. 18(a) ]， 因 为 K 是 紧 的 .所 以 在 K 中 有 有 限 多 个 
点 9，g，…，g@ 使 得 
KCW, UUW,.=W. 


如 果 令 V=V。 门 … 丫 V。， 那 么 V 是 p 的 一 个 与 W 不 相交 的 邻 域 ， 因 此 
VCK', 从 而 p 是 K" 的 一 个 内 点 .于 是 定理 被 证 明了 . 

2.35 定理 凡 紧 集 的 闭 子 集 都 是 紧 集 

证 设 FCKCX, 下 是 闭 的 (关于 X)， 而 K 是 紧 的 。 要 证 明 下 是 紧 的 . 令 
1V,) 是 下 的 一 个 开 覆 盖 . 如 果 将 F" 添加 到 {V.} 里 ， 我 们 就 得 到 K 的 一 个 开 覆 
盖 0. 因为 K 是 紧 的 ， 所 以 有 0 的 一 个 有 限 子 组 中 能 盖 住 K ， 从 而 也 能 盖 住 F. 
如 果 Fr" 是 四 里 的 成 员 ， 我 们 把 它 从 四 里 去 掉 ， 剩 下 的 仍 是 下 的 一 个 开 覆 盖 。 这 
就 证 明了 存在 {V,) 的 一 个 有 限 子 组 盖 住 了 FF. 

推论 如 果 下 是 闭 的 而 K 是 紧 的 ， 那 么 站 K 是 紧 的 

证 定理 2.24(b) 与 2.34 表明 FNK 是 闭 的 ， 因 FNKCK， 由 定理 2.35， 
FNK 是 紧 集 . 

2.36 定理 如 果 {K。) 是 度量 空间 XX 的 一 组 紧 子 集 ， 并 且 {K.} 中 任意 有 限 
个 集 的 交 都 不 是 空 集 ， 那 么 门 K。 也 不 是 空 集 . 

证 取 定 {K,}) 的 一 个 集 K,， 令 G. 一 K:， 假定 K, 中 没有 同时 属于 每 个 K。 
的 点 ， 那 么 集 G。 便 形成 Ki 的 一 个 开 覆 盖 。 因 为 K, 是 紧 的 ， 所 以 有 有 限 多 个 指 
标 wm ，…，as， 使 K,CG。 U…UG.， 然 而 这 意味 着 


KNK, NNK.,. 
是 空 集 ， 与 题 设 予 盾 - 
推论 设 {K。} 是 非 空 紧 集 的 序列 并 且 天 。 忆 Ki (nz 一 1，2，3，…)， 那 么 
站 K, 是 非 宅 的 ， 
2.37 定理 设 忆 是 紧 集 开 的 无 限于 集 ， 那么 忆 在 K 中 有 极限 点 
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证 如 果 天 里 没有 下 的 极限 点 ， 那 么 每 个 9E K 将 有 一 个 邻 域 V。， 它 最 多 
含有 巨 的 一 个 点 (如 果 9E 下 ， 这 就 是 9)， 显然， 没有 {V。} 的 有 限 子 组 能 够 盖 住 
E; 对 于 K 也 一 样 ， 这 因为 ECK. 这 与 K 的 紧 性 矛盾 . 

2.38 定理 设 {1,) 是 R' 中 的 闭 区 间 序 列 ， 并 且 [, 沪 Ln. (n= 二 ,2,3， 
…)， 那 么 门 1 不 是 空 信 . 

证 设 1,=[a,，b,]. 令 E 是 一 切 a, 所 成 的 集 . 那么 巨 是 非 空 的 旦 上 有 界 
(是 一 个 上 界 )， 令 z=supE. 如 果 m 和 n 是 正 整 数 ， 那 么 

Qn Samts < bmts Sbn, 


从 而 对 于 每 个 mn，z 达 6。， 因 为 显然 am 过 x， 所 以 EI。， 这 里 m=1，2，3，…。 
2.39 定理 设 人 是正 整数 ， 如 果 (1,) 是 方 格 的 序列 ， 并 且 也 忆 Jiu Cn 一 
1，2，3，…)， 那 么 门 工 不 是 空 全- 
证 设 1, 由 一 切 满足 条 件 


a SD Eb (lSjShk; n=1,2,3,%), 


的 点 x* 一 (zi，…，za) 组 成 ， 又 令 4 二 [awj，b,]， 对 于 每 个 j， 序 列 (1,.;} 满 
足 定理 2. 38 的 题 设 条 件 ， 因 此 存在 实数 (1<j<<) 使 得 


ay SX Eb (lSj<hk; n= 1,2,3,..). 


令 x' = 二 (TZ ，…， 区)， 那么 x" E1,， 这 里 wn 二 1，2，3，…。 定理 被 证 明了 . 
2.40 定理 每 个 和 方 格 是 紧 集 
证 令 IT 是 方 格 , 它 由 一 切 满足 条 件 4)<<z; 志 5 (1<j< 和 ) 的 点 x 三 (1， 
…，X4) 组 成 ， 令 


2= {D6 a). 


于 是 当 xE TI，yET 时 ，|x 一 了 | 入 5. 

为 了 得 出 矛盾 ， 假 定 存在 1 的 一 个 开 覆 盖 'G,}， 它 不 含 1 的 任何 有 限 子 覆 
盖 . 令 o=(aj 十 5)/2. 那么 闭 区 间 [a;，c;] 和 [cj，6;] 确 定 2 个 姑 方 格 Qi， 这 
些 方 格 的 并 就 是 I， 集 Q; 中 至 少 有 一 个 ， 叫 它 做 五 ， 不 能 被 1C. } 的 任何 子 组 盖 
住 (否则 了 也 将 被 {1G,) 的 一 个 子 组 所 盖 住 ;再 分 五 ， 并 且 继续 这 样 分 下 去 ， 我 
们 得 到 一 个 序列 {1,)， 它 具有 以 下 的 性 质 : 

(a OL D1 I OO; 

《b)1, 不 能 被 {G. } 的 任何 子 组 盖 住 ; 

(中) 如 果 xE1,，yE1,， 那 么 |x 一 y| 亿 2 "6. 

根据 (a) 和 定理 2. 39， 存 在 一 点 x*"， 它 在 每 个 1 之 内 .对 于 某 个 a，x* EG 
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因为 G, 是 开 的 ， 所 以 存在 着 一 个 "0， 使 得 由 17 一 x” |<r 可 推出 yE G。， 如 果 
有 大 到 了 出 现 2 "3<<- 的 时 候 ，( 这 样 的 = 一 定 存在 ， 否 则 将 对 一 切 正 整数 n， 
2"<6/r， 由 R 的 阿 基 米 德 性 ， 这 是 不 可 能 的 )， 因 此 ，(c) 就 暗示 着 I,.CG。。 这 
与 (b) 矛 盾 . 

证 毕 . 

下 一 定理 中 (a) 和 (b) 的 等 价 性 就 是 有 名 的 Heine -Borel 定理 . 

2.41 定理 如 果 R* 中 一 个 集 下 具有 下 列 三 个 性 质 之 一 ， 那 么 它 也 具有 其 
他 两 个 性 质 . 

《a) 已 是 闭 且 有 界 的 . 

(b) 已 是 紧 的 . 

(c) 尼 的 每 个 无 限于 集 在 已 内 有 极限 点 . 

证 “如果 (a) 成 立 ， 这 时 有 某 个 大 方 格 工 使 下 CI， 于 是 由 定理 2. 40 和 2. 35 
推 得 (b) 成 立 ， 根 据 定理 2. 37， 由 (b) 即 得 (c)， 剩 下 要 证 明 的 是 由 (c) 可 得 出 (a). 

如 果 不 是 有 界 的 ， 那么 玉 会 有 一 些 点 x, 合 于 


|x.l>n (n= 1,2,3,.). 


由 这 些 x 所 组 成 的 集 S 是 一 个 无 限 集 ， 并 且 显然 在 R* 中 没有 极限 点 ， 因 而 在 EE 
中 没有 极限 点 ， 于 是 由 (e) 就 得 出 下 是 有 界 的 . 
如 果 巨 不 是 闭 集 ， 那 么 存在 一 点 x。E R*， 它 是 的 极限 点 ， 但 不 在 记 内 . 


对 于 n=1，2，3，"…， 存在 点 EE， 使 得 | 一 | < 二， 令 S 是 这 些 x 所 成 


的 集 ， 那么 S 是 无 限 集 (不 然 的 话 ，|x, 一 xo | 将 要 对 于 无 限 多 个 n， 取 一 个 固定 
的 正 值 )，S 以 x。 为 极限 点 并 且 S 在 R* 中 没有 其 他 的 极限 点 ， 事实 上 ， 如 果 
yER*、y 了 xo， 那 么 除了 有 限 几 个 以 外 ， 


I —yl> |v oy | —xl 


i 
> -yl- 却 > 吉 lw 下 


这 就 证 明了 y 不 是 S 的 极限 点 (定理 2. 20). 

这 样 一 来 ，S 在 EE 里 没有 极限 点 。 因 此， 如 果 (c) 成 立 ， 那 么 一 定 是 闭 集 . 

在 这 一 点 上 我 们 应 当 注 意 ， 在 任何 度量 空间 里 ，(b) 和 《c) 是 等 价 的 (习题 
26)。 然 而 一 般 说 来 ，(a) 不 能 推出 (b) 和 (c) 来 .习题 16 和 第 11 章 讨论 的 空间 2 
将 提供 这 样 的 例子 

2.42 定理 (Weierstrass) R* 中 每 个 有 界 无 限于 集 在 R* 中 有 极限 点 

证 ”所 说 的 这 个 集 忆 既然 有 界 ， 必 是 一 个 上 方 格 TCR' 的 子 集 ， 由 定理 
2.40，I 是 紧 集 ， 从 而 由 定理 2.37, EE 在 1 里 有 极限 点 . 
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完全 集 

2.43 定理 令 PP 是 R* 中 的 非 空 完全 集 那么 忆 是 不 可 数 的 . 

证 因为 P 有 极限 点 ， 所 以 P 是 无 限 集 ， 如 果 已 是 可 数 的， 将 已 的 点 记 作 
xi，z2，m，…。 我 们 按 下 面 的 方式 构造 一 个 邻 域 序列 {V,}. 

令 W 是 zi 的 任意 一 个 邻 域 。 如 果 Vi, 由 能 使 | ?一 的 | < 的 一 切 yER* 组 
成 ，V, 的 闭 包 V, 就 是 由 | ?一 所 | 7 的 一 切 y 组 成 的 集 。 

假定 已 经 作出 了 V,， 那 么 V, 站 书 非 空 ， 因 为 的 每 个 点 都 是 P 的 极限 点 ， 
所 以 存在 一 个 邻 域 V.+:， 使 得 (D VCV.，(iDx 代 +， (ii)Vo+ 站 P 非 空 . 
由 (ii) 来 看 ，V,+: 满 足 归纳 法 的 假设 ， 因 此 ， 这 种 构造 法 可 以 继续 进行 . 

令 K, 二 VV 站 P， 因 为 V, 是 有 界 闭 集 ， 所 以 双 是 紧 集 ， 因 为 x, & Kt， 所 
以 A K, 里 没有 P 的 点 。 因 为 K,CP， 这 意味 着 A K. 是 空 集 ， 然 而 由 (iii)， 每 
个 K, 不 空 ， 并 且 由 (i)，K, 了 K+ ; 这 与 定理 2. 36 的 推论 相 矛盾 . 

推论 每 个 闭 区 间 [a，5](a<b) 是 不 可 数 的。 特别， 一切 实数 的 集 是 不 可 数 的 

2.44 ”Cantor 集 我们 将 要 构造 出 的 这 个 集 表明 ,在 R' 中 确 有 不 包含 开 区 
间 的 完全 集 . 


令 EE, 是 闭 区 间 [0，1]， 去 挤 开 区 间 ( 雪 ， 地 )， 并 令 E 是 财 区 间 


1 2 
[0.3], [3"1] 
的 并 ， 将 这 两 个 闭 区 间 都 三 等 分 ， 并 去 掉 中 间 的 那个 开 区 间 。 令 E; 是 闭 区 间 
1 2 3 6 7 8 
[03], [全 于 ] [和 有 C3] 
的 并 ， 按 照 这 个 方式 进行 下 去 ， 就 得 到 紧 集 E, 的 一 个 序列 ， 显 然 
(a) EOE IOE OO; 
(b)E, 是 2" 个 闭 区 间 的 并 ， 每 个 闭 区 间 的 长 度 是 3 
集 
P=N\E. 
叫做 Cantor 集 ， 显然 是 紧 的 ， 并 且 定理 2. 36 表明 ，P 不 是 空 集 
如 果 有 和 mn 都 是 正 整 数 ， 那 么 没有 一 个 形式 为 
(下 二 ,2 二 2) (24) 
的 开 区 间 能 够 和 有 公共 点 ， 因 为 每 个 开 区 间 (a， 肥 ， 一 定 含有 (24) 那 样 的 开 区 
间 ， 只 要 
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3 一 6 一 <， 
6 
所 以 P 不 能 含 开 区 间 . 
要 想 证 明 P 完全 ， 只 要 证 明了 里 没有 孤立 点 就 行 了 . 令 TEP， 而 S 是 包含 
工 的 任意 一 个 开 区 间 . 令 1, 是 E, 中 包含 的 都 个 闭 区间 ， 选 择 足够 大 的 n， 使 
得 1,CS. 令 工 ,是 1, 的 那个 不 等 于 z 的 端点 . 
从 构造 P 的 方法 知道 了,E€ P， 因 此 工 是 P 的 一 个 极限 点 ， 从 而 P 是 完备 的 . 
Cantor 集 的 一 个 非常 有 趣 的 性 质 是 ， 它 给 我 们 提供 了 一 个 测度 为 零 的 不 可 数 
集 的 例子 (测度 的 概念 将 在 第 11 章 里 讨论 ). 
连通 集 
2.45 定义 、 设 A，B 是 度量 空间 X 的 两 个 子 集 ， 如 果 ANB 及 ANB 都 是 
空 集 ， 即 如 果 A 的 点 不 在 日 的 闭 包 中 ，B 的 点 也 不 在 A 的 闭 包 中 ， 就 说 A 和 B 
是 分 离 的 . 
如 果 集 EC X 不 是 两 个 不 空 分 离 集 的 并 ， 就 说 下 是 连通 集 . 
2.46 评注 分 离 的 两 个 集 当然 是 不 相交 的 ， 但 不 相交 的 集 不 一 定 是 分 离 
的 .例如 闭 区 间 [0，1] 与 开 区 间 (1，2) 不 是 分 离 的 ， 因 为 1 是 (1，2) 的 极限 点 ， 
然而 ， 开 区 间 (0，1) 与 开 区 间 (1，2) 是 分 离 的 . 
直线 的 连通 子 集 的 结构 特别 简单 : 
2.47 定理 实数 轴 R' 的 子 集 已 是 连通 的 ， 当 且 仅 当 它 有 以 下 的 性 质 : 如 
果 xEE，yEE, 并 且 x<z<y， 那么 zEE. 
证 假如 存在 xEE，yE EE， 及 某 个 <E (x，y) 而 z&E， 那么 E=A.UB.， 
这 里 
A:=EN(—%,z), B.= EN (s,m). 
内 xEA,，yE B,.，A，B 都 不 空 ， 因 A.C( 一 c，z)，B.C(z，co)， 它 们 是 分 
离 的 。 由 此 ，E 不 是 连通 的 了 . 
反 过 来 ,假设 已 不 连通 ， 那 么 ,已 就 等 于 某 两 个 不 空 分 离 集 A，B 的 并 ， 
E=AUB. 取 zE4，>EB， 假 定 x<y( 这 不 失 一 般 性 )， 定 义 
z= sup(A N [zy]). 


据 定理 2. 28，zEA; 因 之 z& B. 特别 有 zs><y. 

如 果 z&A， 那么 zz<y 而 z 作 EE. 

如 果 zE A， 那 么 z<&， 因 之 存在 4 使 z<z1<y 且 zi1&B. 于 是 <<<y 
而 = 人 已 
习题 

1. 证 明 空 集 是 任何 集 的 子 集 . 
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2， 如 果 存 在 不 全 是 零 的 整数 a。，a!，…，a,， 而 复数 = 满足 
az 十 az 十 …… 十 aniz 十 ao 一 0. 


就 说 = 是 一 个 代数 数 。 证明， 所 有 代数 数 构成 可 数 集 . 
提示 : 对 于 每 个 正 整数 N， 满 足 条 件 


nil ao | 十 | a | 十 … 十 | a, | 二 NN 


的 方程 ， 只 有 有 限 个 . 

3. 证 明 : 存在 不 是 代数 数 的 实数 . 

4. 间 : 所 有 无 理 实数 组 成 的 集 是 否 可 数 ? 

5. 作 一 个 实数 的 有 界 集 ， 使 它 有 三 个 极限 点 . 

6. 令 EE 是 集 E 的 一 切 极限 点 的 集 ， 证 明 E' 是 闭 集 ， 证 明 巨 与 巨 有 相同 的 
极限 点 ，( 回 想 E=EUE')， EE 与 E 是否 总 有 相同 的 极限 点 呢 ? 

7. 令 Al!，A:;，A,，… 是 某 度量 空间 的 子 集 . 


(a) 如 果 B, 一 UA, 证 明 B, 一 U Rwn = 1,2,3,… 


(b) 如 果 B 一 忆 A, 证明 电 UA 


举例 表明 这 个 包含 号 能 够 是 真正 的 包含 . 

8， 是 否 每 个 开 集 ECR: 的 每 个 点 一 定 是 的 极限 点 ? 对 R* 中 的 闭 集 如 
何 呢 ? 

9. 令 已 表 集 下 的 所 有 内 点 组 成 的 集 ， [看 定义 2. 18(e); 巨 叫 做 巨 的 内 部 ] 

(a) 证 明 已 是 开 集 . 

(b) 证 明 : E 是 开 集 当 且 仅 当 E*=E. 

(O) 如 果 GCE 且 G 开 ， 证 明 GCE. 

(d) 证 明 EE 的 余 集 是 EE 的 余 集 的 闭 包 . 

(e)E 的 内 部 与 E 的 内 部 是 否 总 一 样 ? 

(DE 的 闭 包 与 "的 闭 包 是 否 总 一 样 ? 

10. 设 X 是 无 穷 集 ， 对 于 PE XX，gE XX， 定 义 


1 (如 果 p 关 9) 
d(p'qg) = 0 (如 时 
证 明 这 是 一 个 度量 . 由 此 所 得 的 度量 空间 的 哪些 子 集 是 开 集 ? 哪些 是 闭 集 ? 


哪些 是 紧 集 ? 
11. 对 zER' 及 yER', 定义 


dzyy)= (一 2)2， 
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di(r,y=VTr—yT, 
di(zy)=|r—y|, 
dry)=|z 一 2y1， 


上 


d= TH 


其 中 哪些 是 度量 ? 哪些 不 是 ? 

12， 设 KCR: 是 由 0 及 诸 数 1/n(n 二 1，2，3，…) 组 成 的 集 ， 由 定义 直接 证 
明 (不 用 Heine-Borel 定理 )K 是 紧 集 . 

13， 作 一 个 实数 的 紧 集 ， 使 它 的 极限 点 构成 一 个 可 数 集 . 

14. 给 开 区 间 (0，1) 造 一 个 没有 有 限 子 种 盖 的 开 歼 盖 的 实例 . 

15. 证 明 : 如 果 把 * 紧 的 "这 个 词 换 成 * 闭 的 "或 “有 界 的 "， 那 么 定理 2. 36 和 
它 的 推论 都 不 成 立 ，( 例 如 ， 在 R' 里 ). 

16， 把 所 有 有 理 数组 成 的 集 Q 看 成 度量 空间 ， 而 以 d(p，9)= | pql. 令 E 
是 所 有 满足 2<<p* 二 3 的 pE Q 组 成 的 集 ， 证 明正 是 Q 中 的 有 界 闭 集 ， 但 EE 不 是 
紧 集 ，E 是 否 为 Q 中 的 开 集 ? 

17. 令 眉 是 所 有 zE[0，1]， 其 十 进 小 数 展开 式 中 只 有 数码 4 和 7 者 EE 是 
否 可 数 ? 巨 是 否 在 [0，1] 稠 密 ? 5 是否 紧 ? 上 是 否 完 全 ? 

18，R' 中 是 否 存 在 不 含有 理 数 的 不 空 完全 集 ? 

19.(a) 令 A 及 B 是 某 度量 空间 X 中 的 不 交 闭 集 ， 证 明 它们 是 分 离 的 

《b) 证 明 不 交 开 集 也 是 分 离 的 . 

(0) 圈定 PEX，8>>0， 定 义 A 为 由 满足 4(p，g)<6 的 一 切 g€ XX 组 成 的 集 ， 
而 B 为 满足 4(p，q)>6 的 一 切 g€X 组 成 的 集 证 明 A 与 B 是 分 离 的 . 

(d) 证 明 至 少 含有 两 个 点 的 连通 度量 空间 ， 是 不 可 数 的 ， 提 示 : 用 (c). 

20. 连通 集 的 闭 包 和 连通 集 的 内 部 是 否 总 是 连通 集 ? 〈 察 看 R' 的 子 集 ). 

21. 令 A 及 B 是 菜 个 R* 的 分 离子 集 , 设 a€A，bEB， 且 对 +E R' 定义 

p(t) 一 (1 一 Da 十 地 


命 A,=p'(A)，B, 二 p-'(B)[ 于 是 ， +E Au 当 且 仅 当 p(2) EAJ. 

(a) 证 明 A。 与 B。 是 R' 中 的 分 离子 集 . 

《b) 证 明 存 在 bE€ (0，1) 使 得 p(t60) AUB. 

(c) 证 明 R* 的 凸 子 集 是 连通 集 - 

22， 含 有 可 数 稠密 子 集 的 度量 空间 叫做 可 分 的 。 证明 R* 是 可 分 的 空间 ， 提 
示 : 考虑 坐标 都 是 有 理 数 的 点 组 成 的 集 - 

23.X 的 一 组 开 子 集 {V.} 叫 做 X 的 一 个 基 ， 如 果 以 下 的 事实 成 立 : 对 于 每 
个 rEX 和 XX 的 每 个 含 x 的 开 集 G， 总 有 某 个 a 使 得 EV。CG， 换 句 话说 ，X 
的 每 个 开 集 必 是 {V.} 中 某 些 集 的 并 . 
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证 明 每 个 可 分 度量 空间 有 可 数 基 . 提示 : 取 一 切 这 样 的 邻 域 ， 它 的 中 心 在 XX 
的 某 个 可 数 稠密 集 内 ， 而 它 的 半径 是 有 理 数 . 

24. 令 X 是 个 度量 空间 ， 其 中 每 个 无 限 子 集 有 极限 点 证明 X 是 可 分 的 . 
提示 : 固定 9>0， 再 取 EX 如果 xz1，…，Z; EX 都 已 选 定 ， 假 如 可 能 的 话 ， 
就 选取 z,,: EXX， 使 得 d(x;，zj+1) 宇 6， 这 里 的 i 二 1，…，j. 证 明 这 种 手续 作 
有 限 多 次 后 必然 终止 ， 因 而 X 能 被 有 限 多 个 半径 为 6 的 邻 域 盖 住 ， 取 5=1/n， 
Cn=1，2，3…)， 并 考虑 相应 的 邻 域 的 中 心 . 

25. 证 明 紧 度量 空间 K 有 可 数 基 ， 因 此 K 必 是 可 分 的 ， 提示: 对 于 每 个 正 
整数 n， 存 在 着 有 限 个 半径 为 1/n 的 邻 域 ， 它 们 的 并 覆盖 了 天 . 

26. 设 X 是 这 样 一 个 度量 空间 ， 其 中 每 个 无 限 子 集 有 极限 点 证明 X 是 紧 
的 ， 提 示 : 由 习题 23 及 24，X 有 可 数 基因 此 X 的 每 个 开 覆 盖 必 有 可 数 子 覆盖 
1G,j)n=1，2，3，…。 如 果 没 有 {G,} 的 有 限 子 组 能 够 覆盖 X， 那 么 CU…UG， 
的 余 集 F, 不 空 ， 然 而 门 F, 是 空 集 .如果 下 是 这 样 的 集 ， 它 含有 每 个 F, 的 一 个 
点 ， 考 察 巨 的 一 个 极限 点 ， 就 得 出 了 矛盾. 

27. 度量 空间 X 中 的 点 户 叫 做 ECX 的 效 点 ， 假 如 p 的 每 个 邻 域 仿 有 EE 的 
不 可 数 无 穷 多 个 点 . 

设 ECR* 且 E 不 可 数 ， 命 P 为 E 的 所 有 凝 点 的 集 . 证明 己 完 全 ， 并 且 巨 中 
最 多 有 可 数 多 个 点 不 在 P 中 ， 换 句 话 说 ,证 明 P' 站 E 最 多 可 数 ， 提示 : 令 {V,} 
是 R* 的 可 数 基 ， 而 令 W 是 这 样 一 些 V, 的 并 对 于 它们 ，ENV, 至 多 可 数 ， 而 
来 证 明 P=W". 

28. 证 明 ， 可 分 度量 空间 里 的 每 个 闭 子 集 是 一 个 完全 集 ( 也 可 能 是 空 集 ) 和 一 
个 至 多 可 数 集 的 并 . (推论 : R* 中 每 个 可 数 闭 集 必 有 孤立 点 )， 提 示 : 用 习题 27. 

29. 证明: R' 中 的 每 个 开 集 是 至 多 可 数 个 不 相交 的 开 区 间 的 并 .提示 : 利 
用 习题 22. 

30. 仿照 定理 2. 43 的 证 明 推出 以 下 结果 : 


如 果 R* = U F,， 这 里 F, 是 R* 的 闭 子 集 ， 那么， 至 少 有 一 个 F, 具有 非 空 的 
内 部 . 
等 价 的 表述 : 如 果 G, 是 R* 的 稠密 开 子 集 ,nn 二 1，2，3，…， 那 么 则 G, 不 


空 (实际 上 它 在 R' 中 稠密 ). 
(这 是 Baire 定理 的 一 个 特殊 情形 ; 关于 一 般 情形 ， 参 看 第 3 章 习题 22). 
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这 章 的 标题 说 明 ， 这 里 将 要 初步 地 讨论 复数 的 序列 和 级 数 . 然而 关于 收敛 性 
的 基本 事实 ， 即 使 在 更 一 般 的 情况 下 阐述 ， 也 同样 地 容易 。 所 以 前 三 节 就 在 欧 几 
里 得 空间 ， 甚 至 在 度量 空间 里 讲 了 . 


收敛 序列 


3.1 定义 度量 空间 X 中 的 序列 { 思 } 叫 做 收效 的 ， 如 果 有 一 个 有 下 述 性 质 
的 点 PE X: 对 于 每 个 e>0， 有 一 个 正 整 数 N， 使 得 n 宇 N 时 ，d(p,，p)<e( 这 
里 d 表示 X 中 的 距离 ). 

这 时 候 ， 我 们 也 说 {p,) 收敛 于 p， 或 者 说 p 是 {p,} 的 极限 [参看 定理 3.2 
(b)]， 并 且 写作 pp， 或 


limp, = p. 


如 果 { 思 } 不 收敛 ， 便 说 它 发 散 . 
这 “收敛 序列 "的 定义 不 仅 依赖 于 {p,)}， 而 且 依 赖 于 X， 指 明 这 一 点 很 有 好 处 ; 例 


如 ， 序 列 | 二 } 在 尽 里 收 化 (于 0)， 而 在 一 切 正 实数 的 集 里 ( 取 dr， 一 | zy | ) 


不 收敛 ， 在 可 能 发 生 怀 疑 的 时 候 ， 我 们 宁愿 明确 而 详细 地 说 “在 X 中 收敛" 而 不 说 
“收敛 ” 

我 们 记得 ， 一 切 点 p, (mn 二 1，2，3，…) 的 集 是 {p,} 的 值 域 ， 序 列 的 值 域 可 
以 是 有 限 的 ， 也 可 以 是 无 限 的 .如 果 它 的 值 域 是 有 界 的 ， 就 说 序列 {p,) 是 有 
界 的 . 

作为 例题 ， 我 们 来 审 辨 一 下 下 边 的 复数 序列 ( 即 X 一 RD). 

(b) 如 果 %= 到 ， 那 么 序列 {s} 无 界 ， 发 散 ， 而 值 域 是 无 限 的 . 

(c) 如 果 mm =1 十 [( 一 1)"/ 四 ， 那 么 序列 {s} 收 敛 于 1， 有 界 而 且 值 域 是 无 
限 的 . 

(d) 如 果 %=z， 那 么 序列 {s} 发散， 有 界 ， 而 值 域 是 有 限 的 . 

(e) 如 果 %=1(n=1，2，3，…) 那 么 {s} 收 剑 于 1， 有 界 而 且 值 域 是 有 限 的 . 

现在 ， 把 度量 空间 中 收敛 序列 的 一 些 重要 性 质 汇集 起 来 . 

3.2 定理 设 {p.,) 是 度量 空间 X 中 的 序列 

(a) 1p,) 收 化 于 PEX， 当 且 仅 当 户 点 的 每 个 邻 域 ， 能 包含 {p,) 的 ， 除 有 限 项 
以 外 的 一 切 项 - 

(b) 如 果 PEX，P EX，{p.) 收 化 于 户 又 收 化 于 Pp， 那么 户 一 记 . 


42 第 3 章 


(c) 如 果 { 思 ,} 收 化 ，{ 记 .) 必 有 界 . 

(d) 如 果 CX, 而 户 是 EE 的 极限 点 ， 那么 在 EE 中 有 一 个 序列 {ps}, 
使 p=limp， 

证 (a) 假 定 Pp, 一 p， 并 设 V 是 p 点 的 邻 域 ， 对 于 某 个 0， 条件 d(q，p) 
<e， gEX 意味 着 gEV. 对 应 于 这 个 e， 存 在 着 NN， 使 得 当 n 宇 N 时 有 d(p,，p) 
<e， 所 以 n 宇 NN 就 得 出 p,EV. 

反 过 来 ， 假 定 p 点 的 每 个 邻 域 ， 除 有 限 个 点 外 ， 包 含 一 切 点 六 固定 se>0， 
并 设 V 是 满足 4(p，g)<e 的 gE€X 的 集 ， 根据 假定 ，( 对 应 于 这 个 邻 域 ) 存 在 一 
个 N, 使 得 nN 时 pP,EV， 所 以 n 宇 N 时 ，d(p.，p)<e; 这 就 是 说 pp. 

(b) 设 e>0 已 给 定 ， 那 么 存在 正 整数 N，N"， 使 当 


巡 N 有 db,p) << 王 ， 
n 之 N 有 d(p.,p') 一 3 


因此 ， 如 果 n 宇 max(N，N'),， 就 有 
d(pp) Sd(psps) 十 dp ) <e. 


由 于 数 。 是 任意 的 ， 可 以 断定 d(p，p') 王 0. 
(0) 假 定 pp， 那么 存在 着 正 整 数 N， 使 得 当 wN 有 d(p,，p)<1. 令 


r= max{l,d(pi,p),"*,d(py ,Pp)), 


那么 ， 当 nn 一 1,，2，3，… 时 ，d(p,，p)<<r. 

(d) 对 于 每 个 正 整数 n， 有 点 p, EE, 使 d(p,，p)<1/n， 给 定 了 se>>0， 选 取 
N， 使 得 Ne>1， 如 果 n>N， 就 得 d(p,，p)<e。 因 此 p. 一 记 . 

对 于 R 中 的 序列 ， 我 们 可 以 研究 收敛 性 与 代数 运算 之 间 的 关系 ， 首 先 考虑 
复数 序列 . 

3.3 定理 假定 (5,)，{ 思 ) 是 复数 序列 ， 而 且 lims, 二 5， 

Galim(s, ti) =stts 

(b) 对 于 任何 数 c，limes 二 cs lim(cts,) =c 二 ss 


一 那么 


Climssts =sts 
(d) 只 要 mm 天 0(n 一 1，2，3，…) 且 :天 0， 就 有 lim 直 一 十 
证 (a) 给 定 了 e>0， 存 在 着 正 整数 N, ，N: 使 得 


n 之 Ni 时 ， | 一 s | 之 训 ， 
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过 六 时 ， 4 一 :| 二 千 . 
如 果 N= 二 max(N,，N;)， 那么 nx 二 N 时 , 便 有 
| G+) — (s+D) ISI —sItit—t|<e. 
这 就 证 明了 (a). 至 于 (b) 的 证 明 则 很 容易 . 
(c) 我 们 用 恒等式 
Sto —H = (5 0) ts — 0 +s, — s). (1) 


给 定 了 e>0， 存 在 着 正 整数 N ，N:， 使 得 


n 之 NN 时 ， | 一 sl<ye, 
n> Ns 时， | 4,.—t|<Ye. 


如 果 取 N=max(N ，N:)， 那 么 "全 N 时 就 有 
| (mw 一 5)(4 一 上 1|<e 
由 此 


lim(s, — (tt) = 0. 
现 把 (a) 和 (b) 用 于 恒等式 (1)， 就 可 以 断定 
lim(st»— #4)=0 


0d) 选 一 个 m， 使 当 7m 时 ，| 5 一 s | < 二 1s1 ， 就 知道 


Isl>¥1sl >m. 
给 定 了 e>0， 就 存在 正 整数 N，N>>m， 使 得 当 n 宇 NN 时 
1 sl< 二 ls be. 


因此 ， 当 nx 二 六 时 ， 


ss 


2 
|<rie-i<e 


sas 


3.4 定理 
(a) 假 定 记 ER'(n=1，2，3，…) 而 


Xs = (qn stn). 


那么 序列 (x。) 收 化 于 x 二 (al，*…，as)， 当 且 仅 当 
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lima. 一 mw (Sji<h. (2) 


《b) 假 定 {x,)，{y。) 是 R* 中 的 序列 ，{ 及 } 是 实数 序列 ， 并 且 Xx， ys 
有 -BR， 那 么 
lim( + y,) 一 < 十 多 limx » 风 一 xlimpx, 一 应 . 
证 
(a) 如 果 x, 一 x， 那 么 ， 从 尽 ' 中 范 数 的 定义 马上 可 以 推 得 不 等 式 
[A 


这 说 明 等 式 (2) 成 立 . 
反之 ,如果 (2) 成 立 ， 对 应 于 每 个 e>0， 有 一 个 正 整 数 N， 使 得 "> 六 时 ， 


| a a I< 玉 (1 入) 入 所. 


因此 ,wn 三 N 时 


， 
EE lanl) <e 


所 以 x, 悦 x， 这 就 证 明了 (a). 
(b) 可 以 由 (a) 和 定理 3. 3 推出 来 . 


子 序列 


3.5 定义 设 有 序列 {p,}， 取 正 整 数 序列 (mn.)}, 使 一 ns<<n3 二 …， 那 么 
序列 {p,) 便 叫做 {Pp.) 的 子 序列 ， 如 果 { ps, } 收 剑 ， 就 把 它 的 极限 叫做 { 户 } 的 部 分 
极限 . 

显然 ， 序 列 {p,) 收 全 于 p， 当 且 仅 当 它 的 任何 子 序列 收敛 于 p， 我 们 把 证 明 
的 细节 留 给 读者 . 

3.6 定理 

(a) 如 果 { 力 ,} 是 紧 度量 空间 X 中 的 序列 ， 那 么 { 因 } 有 某 个 子 序列， 收效 到 闪 
中 的 某 个 点 . 

(b)R* 中 的 每 个 有 界 序列 含有 收效 的 子 序列 

证 

(a) 设 巨 是 {pp} 的 值 域 ， 如 果 斑 有限， 那么 必 甩 及 序列 (ni) (nm < 之 …) 
使 得 : 


ps = ps = = Pp. 
显然 ， 这 样 得 到 的 子 序列 { 记 . } 收 剑 于 pp. 
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如 果 天 是 无 限 的 ， 定 理 2. 37 说 明 三 有 极限 点 户 EX 选取 nw 使 d(P，zp。 ) 
去 1 选 定 mm， 冉 ，…，m-: 以 后 ， 据 定理 2. 20 知道 一 定 有 正 整数 mm >>”%-,， 使 


得 d(p，p。) 二 十， 于 是 子 序列 1p., } 收 全 于 户 


(b) 这 由 (a) 即 可 得 到 ， 因 为 定理 2. 41 说 明 R* 的 每 个 有 界 子 集 必 含 于 R* 的 
一 个 紧 子 集中 . 

3.7 定理 度量 空间 义 里 的 序列 {p,) 的 部 分 极限 组 成 X 的 闭 子 集 . 

证 设 E' 是 {p,) 的 所 有 部 分 极限 组 成 的 集 ， gq 是 E" 的 极限 点 ， 现 在 需要 证 
明 g€E”. 

选 扩 ,使 如 天 9( 如 果 没 有 这 样 的 mm ， 那 么 已" 只 有 一 个 点 ， 那 就 没有 什么 
要 证 的 了 ). 令 6 二 d(q，p。, )， 假设 已 经 选 好 了 四 ，…，m-:， 因 为 9 是 已 " 的 极 
限 点 ， 必 有 zEE"， 使 d(z，q) 一 2 6 因 xzEE*，, 必 有 nn;-，， 使 得 d(x， 
ps, ) 三 2- 从， 于 是 对 于 i 一 1，2，3，…， 

d(q, ps ) < 200. 

这 就 是 说 1p。 } 收 人 于 4， 因此 aE 忆 '. 
Cauchy 序列 


3.8 定义 度量 空间 X 中 的 序列 {p,} 叫 做 Cauchy 序列 ， 如 果 对 于 任何 es>0 
存在 着 正 整数 N， 只 要 ">>N 和 m 宇 N 便 有 d( 加 ， 加 )<e 

在 Cauchy 序列 的 讨论 中 ， 以 及 在 今后 出 现 的 其 他 情况 下 ， 下 述 几何 概念 是 
有 用 的 . 

3.9 定义 设 巨 是 度量 空间 X 的 子 集 ， 又 设 S 是 一 切 形式 为 4(p，q) 的 实 
数 的 集 ， 这 里 pE 已 ，9gEE， 数 supS 叫做 EE 的 直径 ， 记 作 diamEE. 

如 果 {p,) 是 中 的 序列 ， 而 Ex 由 点 px，pr+1，pr+2，… 组 成 . 那么， 从 
上 边 的 两 个 定义 来 看 ， 显 然 可 以 说 : {p.) 是 Cauchy 序列 ， 当 且 仅 当 


limdiamEs 一 0. 

3.10 定理 

(a) 如 果 已 是 度量 空间 X 中 的 集 ， 正 是 巨 的 闭 包 ， 那 么 
diamE = diamE. 


(b) 如 果 {K,} 是 X 中 的 紧 集 的 序列 ， 并 且 K. 汪 Kwri Cn 二 1,，2, 3,，…) 
又 车 


limdiamK, 一 0， 


那么 介 K, 由 一 个 点 组 成 
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(a) 因 为 ECE， 显然 
diamE < diamE 


周 定 了 e>0， 再 取 pEE，gE€E， 根 据 E 的 定义 ,必然 在 EE 中 有 两 点 p'，g 
使 得 d(p，p')<e，d(q，g')<e， 因此 
d(p,)E dp,p)+d(p',q) +d(g ,gq) 
<2e+d(p',q) < 2e+ diamE. 
可 见 diamE<2e+diamE， 又 因为 6 是 任意 的 ， 所 以 (a) 被 证 明了 . 


(b) 令 K = 站 K,， 根 据 定理 2.36，K 不 空 ， 如 果 KK 不 只 包含 一 个 点 ， 那 就 
得 diamK>0. 然而 对 于 每 个 nz， 有 天 ,二 K， 从 而 diamK, 宇 diamK. 这 与 假设 条 
件 diamK,~0 矛盾 . 

3.11 定理 

(a) 在 度量 空间 中 ， 收 化 序 列 是 Cauchy 序列 . 

(b) 如 果 X 是 紧 度量 空间 ， 并 且 如 果 { 户 } 是 X 中 的 Cauchy 序列 ， 那 么 {ps} 
收效 于 X 的 某 个 点 - 

(Cc) 在 R* 中 ， 每 个 Cauchy 序列 收效. 

注 : 收敛 的 定义 与 Cauchy 序列 定义 之 间 的 差别 是 ， 前 者 明显 地 含有 极限 ， 
而 后 者 则 不 然 ， 于 是 定理 3. 11(b) 可 以 使 我 们 断定 已 知 序列 是 否 收敛 ， 而 不 需 知 
道 它 要 收敛 的 极限 . 

定理 3, 11 中 的 第 三 条 即 是 R* 中 的 序列 收敛 ， 当 且 仅 当 它 是 Cauchy 序列 ; 
时 常 叫做 判断 收 伍 的 Cauchy 准则 . 

证 

(9) 若 和 一 户 且 E 之 0， 便 有 正 整 数 N， 保 证 只 要 xz 之 N， 便 有 d( 户 ， 加 )<<e. 
因此， 只 要 nn 宇 N 且 m 宇 N 


d(p.s pm) Sd(pssp) +d(p,pr) < 2e. 


于 是 {p,i 是 Cauchy 序列 . 
(b) 设 1p,} 是 紧 空 间 X 中 的 Cauchy 序列 ， 对 于 N=1，2，3，…， 令 PEw 是 
由 pr，pww1，px:2，… 组 成 的 集 ， 那 么 ， 按 定义 3.9 及 定理 3. 10(a)， 


limdiamEx 一 0， (3) 
每 个 Es 既是 紧 空 间 的 闭 子 集 ， 因 而 必 是 紧 集 (定理 2. 35)， 又 因为 Ex 一 Enw+i， 


所 以 EvDEv;'. 
根据 定理 3. 10(b)， 在 X 中 有 惟一 的 p 在 每 个 En 中 . 
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设 给 定 了 s>0. 据 (3)， 有 整数 N。， 凡 当 N 宇 N。 的 时 候 ， 就 有 diamEv 一 e. 
由 于 PE Ev， 所 以 对 每 个 gE Ex，d(p，g)<e， 当 然 对 每 个 9€ Es 也 有 <( 户 ，9) 
二 e， 换 名 话说， 只 要 ">>N， 就 d(p， 思 ) 天 e， 这 正 是 说 户 一 户 

(e) 设 fx 是 及 中 的 Cauchy 序列 . 像 在 (b) 中 那样 定义 Ev， 但 要 把 户 换 成 
xi， 有 某 个 N，diamEv 一 1。，{x.) 的 值 域 是 Ew 与 有 限 集 {x1，…，xw-1) 的 并 . 
所 以 (x,) 有 界 . 因 R* 的 每 个 有 界 子 集 在 R* 中 有 紧 闭 包 ( 定 理 2.41)， 由 (b) 即 得 
ev 

3.12 定义 如 果 度 量 空间 X 中 的 每 个 Cauchy 序列 在 X 中 收敛 ， 就 说 它 是 
完备 的 . 

内 此 ， 定 理 3. 11 是 说 ， 所 有 紧 度 量 空间 及 所 有 欧 氏 空间 是 完备 的 ， 定 理 
3. 11 还 说 明 ， 完 备 度量 空间 X 的 闭 子 集 已 是 完备 的 . (正中 的 每 个 Cauchy 序列 是 
X 中 的 Cauchy 序列 ， 因 此 它 收敛 于 某 pE XX， 但 因 玉 是 闭 集 ， 所 以 实际 PE E)， 以 
de， = | 7 一 y 上 为 距离 ， 一 切 有 理 数组 成 的 空间 是 不 完备 度量 空间 的 一 个 
例子 . 

定理 3. 2(c) 及 定义 3. 1 的 例 (d) 说 明 ， 收 敛 序列 是 有 界 的 ， 但 R* 中 的 有 界 序 
列 不 一 定 收 俩 然而， 还 有 收 剑 性 就 等 价 于 有 界 性 这 样 一 种 重要 情况 ; 对 于 R' 
中 的 单调 序列 就 是 这 样 . 

3.13 定义 实数 序列 {%} 叫 做 

(a) 单 调 递 增 的 ， 如 果 s,s 1 (n= 二 1，2，3，…); 

(b) 单 调 递 成 的 ， 如 果 5, 宇 s+1 Cn 二 1，2，3，…*)。 

单调 递增 和 单调 递 碱 序列 ， 组 成 单调 序列 类 . 

3.14 定理 单调 序列 (5,) 收 化 ， 当 且 仅 当 它 是 有 界 的 . 

证 ”假定 % 近 ww,,( 另 一 种 情形 的 证 明和 这 类 似 )， 设 下 是 {s} 的 值 域 ， 如 果 
fw} 有 界 ， 设 * 是 已 的 最 小 上 界 ， 那 么 

ss = 1,2,3…). 


对 于 每 个 E>0， 一 定 有 一 个 正 整数 N， 使 * 一 e<sw 入 *， 如 果 不 然 的 话 ，* 一 
将 要 是 已 的 上 界 了 .因为 1s.} 递 增 ， 所 以 "之 N 时 有 


一 和 


这 说 明 (5,) 收 敛 ( 于 5). 
逆 命 题 可 以 从 定理 3.2(c) 推 出 来 . 


上 极限 和 下 极限 


3.15 定义 设 (s,) 是 有 下 列 性 质 的 实数 序列 : 对 于 任意 的 实数 M， 有 一 个 
正 整数 N， 而 x 宇 N 时 有 s, 宇 M， 我们 便 把 这 写作 


coo. 
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类 似 地 ， 如 果 对 于 任意 的 实数 M， 有 一 个 正 整数 N， 而 ">N 时 有 ,入 M, 我 们 
便 把 这 写作 


一 一 co。 


应 当 注 意 ， 我 们 现在 对 某 些 类 型 的 发 散 序 列 也 像 对 收敛 序列 一 样 地 使 用 了 在 
定义 3. 1 中 引进 的 符号 一 ， 但 是 ， 在 定义 3. 1 中 讲 的 收敛 和 极限 的 定义 毫 不 
改变 . 

3.16 定义 设 15,) 是 实数 序列 .EE 是 所 有 可 能 的 子 序列 {s。, } 的 极限 x( 在 扩 
大 了 的 实数 系 里 ，s,, 一 z) 组 成 的 集 ， 巨 含有 定义 3. 5 所 规定 的 部 分 极限 ， 可 能 还 
有 十 ce ， 一 co 两 数 . 

回想 一 下 定义 1.8 和 1.23， 令 

5 = supE, 
s, = infE. 


5 和 5. 两 数 叫做 序列 {5,} 的 上 极限 和 下 极限 ， 采 用 的 记号 是 


lim sups = 5 ,lim infs, = s,. 


3.17 定理 设 {5,) 是 实数 序列 ， 设 玉 和 s' 的 意义 和 定义 3.16 中 说 的 一 样 ， 
那么 s" 有 以 下 两 种 性 质 : 

(a)5"E 巨 

(b) 如 果 zs" ， 那 么 就 有 正 整数 N， 能 使 AN 时 有 5S.<z.， 此 外 ，s" 是 惟 
一 具有 性 质 (a) 和 (b) 的 数 . 

当然 ， 对 于 *,， 与 此 类 似 的 结论 也 正确 . 

证 

(a) 如 果 、 = 十 co， 那 么 已 不 是 上 有 界 ， 因 此 {sv} 不 是 上 有 界 ， 因 而 有 子 序 
列 (sw } 合 于 mm 一 十 co 

如 果 s* 是 实数 ， 那 么 巨 上 有 界 ， 从 而 至 少 有 一 个 部 分 极限 ， 因 此 ，(a) 可 以 
从 定理 3. 7 和 2. 28 推出 来 . 

如 果 一 一 ce， 那么 下 只 包含 一 个 元 素 ， 就 是 一 c"， 从 而 没有 部 分 极限 . 
就 是 说 ， 对 于 任意 实数 M， 只 有 有 限 个 的 值 , 使 得 ,>M， 于 是 "一 一 ce. 

这 就 在 所 有 情形 下 证 明了 (a). 

(b) 假 定 有 一 个 数 zx>*” ， 而 且 有 无 限 多 个 ”的 值 使 得 :>z， 那 时 ， 则 有 一 
个 数 yYEE， 使 > 二 z>Y .这 与 的 定义 矛盾 . 

所 以 s` 满足 条 件 (a) 和 (b). 

为 了 证 明 惟 一 性 ， 我 们 假定 有 两 个 数 p 和 9g 都 满足 条 件 (a) 和 (b)， 并 且 假 定 
p<q， 取 工 要 它 适合 pz 二 q. 因为 满足 (b)， 那么 当 n 宇 N 时 有 5。<z. 但 
是 ， 如 果真 这 样 的 话 ，9 就 不 能 满足 (a) 了. 
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3.18 
i 那么 ， 每 个 实数 是 部 分 极限 ， 而 且 

Tim sups, 一 十 evlim infs, =— o0. 
(由) 设 5,==( 一 D"/[1 二 (1/m)]， 则 

lim sups, 一 1 lim infs, =—1. 
《c) 对 于 实数 序列 {f%}，lims 一 *， 当 且 仅 当 

lim sups = lim infs, = s. 
我 们 用 一 个 有 用 的 定理 来 结束 这 一 节 ， 它 的 证 明 十 分 容易 . 
3.19 定理 如 果 NN 是 固定 的 正 整 数 ， 当 7 之 N 时 5, 世 1,， 那 么 
lim infs, < lim inft， 


lim sups, < lim supt,. 


一 些 特殊 序列 


现在 ， 我 们 来 计算 一 些 常见 序列 的 极限 ， 各 个 证 明 都 是 根据 下 述 事实 : 如 果 
NN 是 某 个 固定 的 正 整数 ， 当 zx>>N 时 ，0 入 rz. 入 "而 且 *, 0， 那么 ，zo 一 0. 
3.20 定理 


(ap>0 时 lim 证 =0. 
(b)p>0 时 limyp=1. 
(climyn =1. 
(由 p>0， 而 a 是 实数 时 
下 7 PE 
人 
(1z1<1 时 limz=0. 
证 
(a) 取 n>(1/e)"?. (注意 ， 这 里 用 到 实数 的 阿 基 米 德 性 . ) 
(b) 如 果 >1， 令 一 罗 一 1， 那么 >0， 再 根据 二 项 式 定理 ， 
1+nr. < (1+z.)" = p. 
于 是 


o<z.<e 


50 多 了 姜 


所 以 xz 一 0， 如 果 p 二 1，(b) 是 显然 的 ; 如 果 0<p 一 1， 取 倒数 就 可 以 得 到 结论 . 
(ce) 令 ,二 Yn 一 1， 那 么 7, 宇 0， 再 根据 二 项 式 定理 ， 


n= (tr) > 


从 而 


oi 2. 


(d) 设 k 是 一 个 正 整 数 ,，k>a， 当 n>2k 时 ， 


a nn—1).(n—k+1) np 
arm > 


从 而 


mw 2 


0 二 Sr (n> 2k) 


~a+tp) 


因为 a 一 k<0， 由 (a) 知 道 “一 0. 
(e) 在 (d) 中 取 a=0. 


级 数 


在 这 章 的 后 部 ， 如 果 没 有 相反 的 声明 ， 所 考虑 的 一 切 序列 和 级 数 都 是 复数 值 
的 。 下 面 有 几 条 定理 可 以 推广 到 以 R* 里 的 元 素 为 项 的 级 数 ， 习 题 15 提 到 了 
它们 ， 

3.21 定义 设 有 序列 (a,)， 我 们 用 
Da (p< 


表示 和 a 十 a 十 … 十 a。。 联 系 着 (a,.)， 作 成 序列 {5s,}， 其 中 


5 一 De,. 
bal 
我 们 也 用 
十 as 十 ay 十 


作为 {5,} 的 符号 表达 式 , 或 者 简单 地 记 作 
SD (4) 


记号 (4) 叫 做 无 穷 级 数 ， 或 只 说 级 数 ，5, 叫做 这 级 数 的 部 分 和 ， 如 果 5 收敛 
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于 *， 我 们 就 说 级 数 收 黎 ， 并 且 记 作 


Do.=s. 


5 叫做 这 级 数 的 和 ; 但 是 必须 清楚 地 理解 ，s 是 (部 分 ) 和 的 序列 的 极限 ， 而 不 是 
单 用 加 法 得 到 的 . 

如 果 % 发 散 ， 就 说 级 数 发 散 . 

有 时 为 了 符号 上 的 方便 ， 我 们 也 考虑 形式 像 


Da (5) 


的 级 数 。 如果 不 致 于 引起 误解 ， 或 者 (4) 与 (5) 的 区 别 无 关 紧 要 时 ， 也 常常 只 写 
Za, 来 代替 它们 . 

显然 ， 关 于 序列 的 每 一 个 定理 都 能 按 级 数 的 语言 来 叙述 ，( 令 w 一 5%， 当 ”1 时 ， 
邻 三 5 一 -1) 反 过 来 也 是 如 此 ， 虽 然 如 此 ， 一 并 考虑 这 两 个 概念 还 是 有 益处 的 . 

Cauchy 准则 (定理 3. 11) 可 以 按 以 下 形式 重新 叙述 : 

3.22 定理 Ya, 收效 ， 当 且 仅 当 ， 对 于 任意 的 e>0， 存 在 着 整数 N， 使 得 
m 之 n 宇 N 时 


[Bol<e (6) 


特别 地 ， 当 mm 三 n 时 ，(6) 变 作 
la. |<e (n>N) 
换 句 话说 : 
3.23 定理 如 果 Ea, 收效 ， 那 么 ima 一 0 
但 是 条 件 4, 一 0 不 能 保证 Za, 收敛 ， 例 如 ， 级 数 


发 散 ; 至 于 证 明 ， 见 定理 3. 28. 

对 于 单调 序列 的 定理 3. 14， 在 级 数 方面 也 有 相应 的 定理 . 

3.24 定理 各 项 不 是 负数 日 的 级 数 收效 ， 当 且 仅 当 它 的 部 分 和 构成 有 界 
数列 . 

现在 来 讲 另 一 种 性 质 的 收敛 检验 法 ， 即 是 所 谓 “ 比 较 验 敛 法 ” 

3.25 定理 

(a) 如 果 No 是 某 个 固定 的 正 整 数 。 当 m 之 No 时 | as | 之 co 而 且 2c 收效 ， 


但 “不 是 负数 " 便 一 定 是 指 实数 . 
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那么 级 数 Za, 也 收效 . 

(b) 如 果 当 n 宇 No 时 a, 之 d. 之 0 而 且 Zd。 发 散 ， 那 么 Za, 也 发 散 . 

注意 ， 检 验 法 (b) 只 能 用 于 各 项 a. 都 不 是 负数 的 级 数 . 

证 根据 Cauchy 准则 ， 给 定 了 e>0， 存 在 着 N 二 No， 能 使 mm 二 x* 二 和 时 
成 立 


所 以 
D3 3 lal< Se 
Ea 二 一 


随 之 也 就 得 到 (a). 

其 次 ，(b) 可 以 由 (a) 推 出 来 ， 因 为 ， 如 果 Za, 收敛， 那么 Zd, 也 应 当 收 敛 
(注意 ，(b) 也 可 以 由 定理 3. 24 推出 来 ). 

比较 验 伍 法 是 非常 有 用 的 一 个 方法 ; 为 了 有 效 地 应 用 它 ， 我 们 必需 熟悉 许多 
已 知 其 收 全 或 发 散 的 非 负 项 级 数 ， 


非 负 项 级 数 


在 一 切 级 数 之 中 ， 最 简单 的 大 约 是 几何 级 数 了 
3.26 定理 如 果 0<<z<1， 那 么 


如 果 z 过 1， 这 级 数 就 发 散 . 
证 如 果 工 关 1， 


令 n->oo， 就 得 到 定理 的 结论 ， 当 三 1 时， 得 到 
1 十 1 十 1 十 …， 


它 显 然 是 发 散 的 . 

应 用 中 出 现 的 许多 情况 是 ， 级 数 的 各 项 单调 递减 ， 于 此 ， 下 边 的 Cauchy 定 
理 特别 有 价值 .定理 的 明显 的 特点 是 由 {a.} 的 一 个 相当 *“ 称 "的 子 序列 ， 可 以 判断 
Za, 的 收敛 或 发 散 . 


3.27 定理 ”假定 之 a 之 a 全 … 汪 0， 那么， 级 数 >)au 收效 ， 当 且 仅 当 
气 
级 数 
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DD) 2a = oa 十 2o: 十 4at 十 8as 十 … (7) 


收效 . 
证 根据 定理 3. 24， 现 在 只 考虑 两 者 的 部 分 和 是 否 有 界 就 行 了 ， 设 


5 一 ai 十 az 十 … 十 ay 

友 一 al 十 2az 十 … 十 24ax. 
当 m<2 时 ， 

5 sa 十 (az 十 ai) 十 … 十 (oz 十 …… 十 as) 
sa 十 2a: 十 … 十 2ax 一 4 
因此 ， 
5 区 (8) 
另 一 方面 ， 当 n>>2* 时 ， 
5 Qi 十 az 十 (aa 十 ai) 十 … 十 (ax 十 十 at) 


> + a +2a 二 + 十 271ar 一 a 


因此 ， 
25.>4 (9) 
由 (8) 和 (9) 来 看 ， 序 列 {5,} 和 {4}， 或 者 同时 有 界 ， 或 者 同时 无 界 . 
证 毕 . 
3.28 定理 如 果 力 >1, 证 就 收效 ,如 果 思 <1, 它 就 发 


证 ”如果 p 二 0， 发 散 性 可 由 定理 3. 23 得 出 ， 如 果 p>0， 用 定理 3. 27， 这 
就 要 看 级 数 


Sa De 


然而 ， 当 且 仅 当 1 一 p 二 0 时 才能 够 2 “< 二 1， 青 与 几何 级 数 比较 一 下 ，( 在 定理 
3. 26 中 取 zx 一 2 “) 就 把 定理 推出 来 了 . 

我 们 进一步 用 定理 3. 27 来 证 明 : 

3.29 定理 如 果 p>>1 


i (10) 
人 aoga7 


就 收 仇 ; 如 果 Pp 三 1， 这 级 数 就 发 散 . 
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评注 “logn" 表 示 数 nn 以。 为 底 的 对 数 (参看 第 1 章 习题 9); 这 个 数 。 马 上 就 要 
定义 (参看 定义 3. 30) 让 级 数 从 n=2 开始 ， 是 因为 log1 一 0. 
证 对 数 函数 (第 8 章 将 要 详细 地 讨论 它 ) 的 单调 性 说 明 {logn) 是 递增 的 ， 所 


以 {一} 是 递 践 的 . 从 而 可 以 把 定理 3.27 用 于 (10); 这 就 要 看 


nlogn 


(11) 


- . 
， om 
2? 2:(log2°)? -也 a Ty 2 Pa 


是 ,定理 3. 29 就 从 定理 3. 28 推出 来 了 . 
这 种 (构造 极 数 的 ) 方 法 ， 显 然 可 以 继续 进行 ， 例 如 


bp ee (12) 
££ nlognloglogn 


发 散 ， 然 而 级 数 


1 


2 nlogn(oglogn) 3 


收敛 . 

级 数 (12) 的 各 项 与 (13) 的 各 项 差 得 很 少 ， 但 是 一 个 发 散 而 另 一 个 却 收敛， 从 
定理 3. 28 到 定理 3. 29， 然 后 到 (12) 和 (13) 这 样 的 过 程 ， 如 果 继续 下 去 ， 我 们 将 
得 到 一 对 一 对 的 收敛 和 发 散 的 级 数 ， 它 们 的 对 应 项 之 差 比 (12) 和 (13) 的 更 要 小 . 
可 能 有 人 因此 而 猜想 ， 应 该 有 一 种 终极 的 境界 ， 搞 到 一 个 “界限 ” 它 把 一 切 收敛 
级 数 和 一 切 发 散 级 数 分 在 两 旁 一 一 最 低 限度 哪怕 是 只 考虑 单调 系数 的 级 数 也 好 . 
“界限 "这 个 观念 自然 十 分 模糊 ， 我 们 所 希望 做 出 的 论点 是 : 不 论 把 这 观念 搞 得 怎 
样 确切 ， 这 猜想 还 是 不 正确 的 ， 习 题 11(b) 和 12(b) 可 以 作为 例证 . 

在 收敛 理论 的 这 一 方面 ， 我 们 不 想 再 深入 下 去 .于 此 指 给 读者 去 看 Knopp 
著 的 “Theory and Application of Infinite Series”" 第 区 章 ， 尤 其 是 §41. 


数 e 


3.30 定义 


ns, 
这 里 mx>1 时 , n! =1*2，3…n; 而 01 =1. 
因 
a 1 NA 
ll 


1 .号 1 
<i+1+ 志 + 完全 一 3， 


数列 与 级 数 55 


所 以 级 数 收敛 ， 而 定义 有 意义 ， 实 际 上 ， 这 级 数 收 剑 得 很 快 ， 从 而 使 我 们 能 够 把 
。 计 算得 十 分 精密 . 

“还 可 以 按 另 一 极限 过 程 来 定义 ， 它 的 证 明 对 于 极限 的 运算 提供 了 一 个 很 好 
的 说 明 . 注意 到 这 一 点 是 有 益 的 - 


sa a tt) 


证 设 
二 电站 = (1+ 二 ) 
根据 二 项 式 定理 
st 


因此 4, 压 s,， 根 据 定理 3. 19 
lim supt < 4) 
其 次 ， 如 果 n 宇 m， 那 么 
> 141+ 吉 (1 一 二 t+ 二 (1 一 二 “(1 一 写 汪 ) 
固定 了 m 并 令 n 一 oo， 我 们 得 到 
lim infa > 1+1+ 击 +… 十 让 
因此 ， 
二 liminfe。 
让 m-*co， 最 终 得 到 
e < lim inft,. (15) 


定理 从 (14) 和 (15) 就 推出 来 了 . 
级 数 三 三 的 收敛 速度 可 以 估计 如 下 : 设 % 的 意义 就 像 上 边 那 样 ， 于 是 


< 1 二 昌国 十 .… 
TDItmiart mitt 


es 
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1 1 . 
< miro tatitamtiy 


因此 ， 
0<e-s<1. (16) 
nln 


这 样 一 来 ， 比 如 以 为 e 的 近似 值 ， 误 差 就 小 于 10””， 不 等 式 (16) 在 理论 
上 也 是 有 价值 的 ， 因 为 它 能 使 我 们 很 容易 地 证 明 。 是 无 理 数 . 

3.32 定理 数 e 是 无 理 数 

证 假定 e 是 有 理 数 ， 那么 e 二 p/q， 这 里 p，9 是 正 整数 ， 由 (16) 得 


0< qe < (17) 
根据 假定 ，q! “是 正 整 数 ， 因 为 
i 
qt 一 上 (1+1+ 于 十 + 可) 


也 是 正 整数 ， 于 是 知道 9! (e 一 s,) 是 正 整数 . 
因为 g 宇 1， 那么 (17) 暗 示 0 与 1 之 间 还 有 正 整数 。 这样 我 们 就 陷 人 了 了 矛盾. 
实际 上 ，e 甚至 不 是 代数 数 。 关 于 它 的 简单 证 明 可 以 看 “参考 书目 ”所 列 
Niven 的 书 第 25 页 或 Herstein 的 书 第 176 页 . 


根 值 验 全 法 与 比率 验 全 法 


3.33 ”定理 ( 根 值 验 旬 法 ) 设 有 a， 邻 a=lim supy a。 | .那么 


(a)a<1 时 ，Za, 收效 ; 

(b)e>>1 时 ，Za, 发 散 ; 

(c)a 二 1 时 ， 无 结果 . 

证 “如果 a<1， 便 可 以 [根据 定理 3. 17(b)] 选 一 个 6 和 一 个 正 整 数 N， 要 求 
a<p<1， 而 且 当 mn>>N 时 


ViaT<p. 
这 就 是 说 nN 时 得 出 
la I<p". 


因为 0<B<1， 那么 38 "收敛 ， 据 比较 验 剑 法 ，22. 必 收 伊 . 
如 果 之 1， 那么 再 根据 定理 3. 17， 一 定 有 一 个 序列 {w } ， 使 得 
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所 以 对 于 无 穷 多 个 = 的 值 ， 会 出 现 | a. | >1， 因 此 ，Za. 收敛 的 必要 条 件 ( 定 理 
3. 23)a.~0 不 能 成 立 . 
为 了 证 明 (c)， 我 们 来 看 级 数 
DD 


n 


这 两 个 级 数 的 a 都 等 于 1， 但 前 者 发 散 而 后 者 收敛 . 
3.34 定理 (比率 验 仇 法 ) 关于 级 数 Za 


< :| =1， 它 就 收 笋 . 


(a) 如 果 lim sup 


ntl 
a 


(b) 如 果 有 某 个 固定 的 正 整 数 mo，n 之 no。 时 


证 
如 果 满 足 了 (a) 的 要 求 ， 便 可 以 找到 p<1 和 正 整 数 N， 使 得 "之 入 时 ， 


过 1， 它 就 发 散 . 


等 |<e 
一 个 个 地 写 出 来 就 是 
law <pBlan |， 
| am 1<p8law |<P: lanl, 
| avs I<p lanl. 
这 意味 着 当 "二 N 时 ， 


la.l<lavlp™.p", 


这 样 一 来 ，(a) 的 结论 就 可 以 根据 28" 收 剑 ， 由 比较 验 伍 法 推出 来 了 . 

如 果 当 mn>m 时 ，| as | | a. | ， 便 容易 知道 ， 条 件 .一 0 不 能 成 立 . 
由 此 就 推出 (b). 

注 : 知道 ima,+i/a, 一 1， 对 于 Za, 的 收敛 性 ， 什 么 都 说 明 不 了 ; Z1/n 及 
Z1/m 这 两 个 级 数 就 能 说 明 此 点 . 

3.35 例 

(a) 考 虑 级 数 


对 于 它 ， 
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RR 
lim inf + —lim( 3) = 0， 
lim inf Ya =lim 生生 还 
3 V3 
lim sup Ya, =lim y - 翅 
lim nsup + —lim (也) 二 十 co, 


根 值 验 剑 法 说 明 它 是 收敛 的 ;比率 验 全 法 无 效 


〈b) 对 于 级 数 
4 Ye 
二 十 1+ 吉 + 十 十 机 + 训 + 高 t+ 
也 是 这 样 。 在 这 里 ， 
lim inf el 一 去， 
a 
lim sup + = 2, 
但 是 


lim yi = 去- 


3.36 评注 比率 验 全 法 时 常 比 根 值 验 敛 法 容易 使 用 ， 这 因为 计算 比值 较 之 
计算 ”次 根 容易 ， 然 而 根 值 验 伍 法 发 挥 作用 的 范围 较 广 ， 更 确切 地 说 ， 凡 比率 验 
化 法 判定 为 收敛 的 ， 根 值 验 敛 法 一 定 也 能 判定 为 收 僵 上 凡 当 根 值 验 敛 无 能 为 力 
时 ， 比 率 验 剑 法 一 定 也 无 能 为 力 ， 这 是 定理 3. 37 的 直接 结果 ， 并且 上 边 的 例题 


就 是 实 据 . 
在 检验 发 散 方面 ， 这 两 个 检验 法 都 没有 判别 力 。 总 是 从 mc 时 a 不 趋 于 堆 


来 推导 发 散 性 . 
3.37 定理 对 于 任意 的 正 数 序列 {c,}， 有 


lim inf SH 和 + < lim inf Ve, 
lim sup Vs < lim sup eH. 


证 ”我们 来 证 明 第 二 个 不 等 式 ， 第 一 个 的 证 明 十 分 相似 . 令 
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E G 
a = lim sup —. 
Ce 


如 果 一 十 ce ， 便 无 须 证 明 ， 如 果 a 有 限 ， 取 ha。 必 有 正 整 数 N， 使 得 nx 宇 N 时 


Crtl 
< 
Ca 及 


个 别 地 说 ， 对 于 任何 p>0， 
cum SBenw (k=0,1,,p—1). 
把 这 些 不 等 式 连 乘 起 来 ， 就 得 到 


Cnrp SP?cnw, 


或 者 
cap"p (n>N). 

于 是 

Ye SY ps 
由 此 根据 定理 3. 20(b)， 得 到 

lim sup pL 及 (18) 
又 因为 (18) 对 于 任何 8>a 都 成 立 ， 于 是 我 们 得 到 

lim sup Ye a. 
震级 数 

3.38 定义 设 有 复数 序列 {c,}， 级 数 
3 a9) 


叫做 每 级 数 。c, 叫做 这 级 数 的 系数 ; = 是 复数 . 

一 般 地 说 ， 这 个 级 数 收敛 或 发 散在 于 数 = 的 选取 ， 准 确 地 说 ， 联 系 着 每 个 宕 
级 数 有 一 个 圆 ， 叫 做 收敛 圆 ， 如 果 = 在 这 圆 以 内 ，(19) 就 收敛 ， 如果 z 在 这 画 
外 ，(19) 就 发 散 ，( 为 了 能 概括 所 有 的 情形 ， 就 必须 把 平面 看 作 半 径 为 无 限 大 的 
圆 的 内 部 ， 而 把 一 点 看 作 是 半径 为 零 的 圆 ) 级 数 在 收敛 加 上 的 性 质 ， 变 化 多 端 ， 
不 能 这 样 简单 地 叙述 . 

3.39 定理 设 有 办 级 数 Zc.z"， 令 


a 一 limsupVTeT,R= 革 . 
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(如 果 a 王 0， 便 要 民 一 十 co; 如 果 a 一 十 co， 便 要 民 一 0). 
那么 Zcuz" 在 | z | 一 R 时 收 仇 ; | = | >> 尺 时 发 数 . 
证 令 a, 一 cz" 并 施 以 根 值 验 敛 法 : 


lim supYTarT =| z | lim supYT eT = ls!. 


附注 尺 则 做 Zc,z" 的 收敛 半径 . 
3.40 例 
(a) 级 数 2n"z" 的 R=0. 


(b) 级 数 本 区 的 R= 十 (对 于 这 一 例 ， 用 比率 验 敛 法 比 用 根 值 验 合法 容 
易 些 . ) 

(©) 级 数 sz 的 R=1， 如 果 | = | =1， 级 数 就 发 散 ;， 因 为 rco 时 z” 不 赵 
于 零 . 

(d) 2 和 的 R=1，z 一 1 时 级 数 发 散 ， 而 在 收敛 加 | = | 一 1 的 其 他 点 上 都 收 
伍 ， 最 后 这 句 话 将 在 定理 3. 44 中 证 明 . 

(@) 了 窟 的 R=1， 根 据 比 较 验 伍 法 ， 这 级 数 在 收 和 人 图 | = | 一 1 的 一 切 点 上 收 


敏 ， 这 因为 ，| = | =1 时 ， | 到 = 去 


分 部 求 和 法 
3.41 定理 设 有 两 个 序列 (a.}，{b,}， 当 nn 之 0 时 ， 令 
A.= Pa, 
而 令 A_1 二 0.， 那么， 在 0 二 pq 时， 有 
也 ol 
Dasb, = DAslb, — bn) + Abe— Apnb,. (20) 


人 


Darb. = DA — A 
| 


4 a 
=D)A6.— 2) As 


rl 


显然 ， 右 边 最 后 一 个 表达 式 等 于 (20) 的 右 端 - 
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公式 (20)， 即 所 谓 “ 分 部 求 和 公式 ”， 在 研究 形 如 Zawb, 的 级 数 时 是 有 用 的 ; 
当 {6,} 单 调 时 ， 尤 其 有 用 .现在 就 来 用 用 它 . 

3.42 定理 假设 

(a)5a, 的 部 分 和 A, 构成 有 界 序列 

(b)b >>>; 

(Olimb, =0. 
那么 ，Za,b。 收 北 . 

证 选取 M， 使 得 一 切 A, 满足 | A. | 过 M， 取 定 了 e>0， 一 定 有 正 整 数 
N, 使 bw 过 (e/2M)， 当 N<p<q 时 有 


[Sop.|=| SA — 6 + Ap,—Arso, | 
所 饼 


<M| S06) + tb 


= 


=2M, < 2Mv < e. 


现在 从 Cauchy 准则 便 推 得 出 敛 性 了 .我 们 注意 ， 在 上 面 写 的 那 一 串 式 子 里 ， 第 
一 次 不 等 自然 是 靠 入 一 六 + 过 0 得 来 的 . 

3.43 定理 假定 

(1al>lel>lo|>"; 

(bc 10, cn<0 (m=1, 2, 3, ***); 

(lime, =0. 
那么 ，Ec, 收 伊 . 

满足 条 件 (b) 的 级 数 叫做 “交错 级 数 "， 此 定理 是 Leibnitz 发 现 的 

证 令 a=( 一 1D)”， 和 一 | c |， 尔后 使 用 定理 3. 42. 

3.44 定理 假定 Zcvz" 的 收 做 半径 是 1， 再 假 定之 01 之 (1 宇 …， limc, =0, 
那么 ，3cszr 在 轩 | = | 一 1 的 每 个 点 上 收 化 ， 只 有 在 = 一 1 这 一 点 可 能 是 例外 

证 令 a,=z"，b. 二 c。 如 果 |z| 二 1 而 z 关 1, 便 有 


14.1= | 衬 =| Ly 2 


{se 


1 


于 是 ， 定 理 3. 42 的 假设 被 满足 了 . 


绝对 收敛 


如 果 级 数 三 | a | 收敛 ， 就 说 级 数 Ze。 绝对 收 笋 . 
3.45 定理 如果 3a, 绝对 收效 ， 那 么 Za。 就 收 伊 . 
证 定理 的 断 语 是 不 等 式 
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[Bl< Ela 


和 Cauchy 准则 的 直接 结果 . 
3.46 评注 就 正 项 级 数 而 论 ， 绝 对 收敛 与 收敛 是 一 回 事 . 
如 果 Za, 收 化 而 三 | a, | 发 散 ， 便 说 Za, 非 绝对 收效 ， 例 如 ， 级 数 


" CD" 
2 


非 绝 对 收敛 (定理 3. 43). 

比较 验 剑 法， 和 根 值 与 比率 验 敛 法 一 样 ， 实 际 上 是 绝对 收敛 的 检验 法 ， 因 
此 ， 它 丝毫 不 能 识别 非 绝 对 收敛 的 级 数 。 分 部 求 和 法 有 时 却 可 以 用 来 处 理 后 者 
特别 的 ， 守 级 数 在 收敛 圆 内 是 绝对 收敛 的 . 

我 们 将 会 看 到 ， 对 于 绝对 收 剑 级 数 完全 可 以 像 有 限 项 之 和 那样 来 进行 运算 . 
它们 可 以 逐 项 相 乘 ， 也 可 以 改变 加 项 的 次 序 而 不 影响 级 数 的 和 然而， 对 于 非 绝 
对 收敛 的 级 数 ， 这 些 就 不 正确 了 ， 因 此 ， 对 它们 进行 运算 时 ， 要 多 加 注意 


级 数 的 加 法 和 乘法 


3.47 定理 如 果 2a, 二 A 而 2b, 二 B， 那 么 Z(a, 十 b,) 二 A 十 B， 而 且 ， 对 于 
任意 的 常数 c，5cas 二 cA. 
证 设 


A,= Sa B, 一 3 
Ce be 


A.+B, = D(a th). 


| 
既然 limA, 二 A，limB, = 二 B， 所 以 知道 
lim(A, 十 B,) 二 A+B. 


第 二 个 断 语 的 证 明 还 要 简单 些 . 

于 是 ， 两 个 级 数 可 以 逐 项 相 加 ， 而 且 所 得 的 级 数 收敛 于 这 两 个 级 数 的 和 之 
和 .在 考究 两 个 级 数 的 积 时 ， 情 况 就 复杂 了 .首先 我 们 应 当 给 积 下 定义 这 可 以 
用 几 种 不 同 的 方法 去 做 ; 我们 将 要 讨论 所 谓 “Cauchy 乘积 ” 

3.48 定义 设 有 3a, 及 到,. 令 


c= Dabrs (n= 0,1,2,%) 


be 
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那么 就 称 级 数 Zc, 为 所 给 两 个 级 数 的 积 . 
还 可 以 把 下 面 这 事 作为 这 个 定义 的 来 由 。 如 果 取 两 个 备 级 数 2a,z" 及 2b,z"， 
照 多 项 式 乘法 那样 把 它们 逐 项 相 乘 ,合并 z 的 同 次 宕 各 项 就 得 到 


Dhar bz =(ao tarztarz +) (bo thizt bez t+) 


气 
一 ao 加 十 (ao 十 ato)z 
+ Caobz 十 ai 和 十 az 如) 于 十 …… 
一 co 十 cz 十 cz 十 …… 


令 * 一 1， 这 等 式 就 归结 为 上 边 的 定义 了 . 
3.49 例 如 果 
A = Ta, Bm Th, c= Da, 
而 且 A,-~A，B, 一 B， 这 时 候 因为 没有 C, 一 A.B, 的 关系 ，{C,} 是 否 收敛 于 AB， 
完全 是 不 清楚 的 .{C,} 对 {A.} 和 {B.} 的 依赖 关系 非常 复杂 (参看 定理 3. 50 的 证 
明 )， 现 在 我 们 来 证 明 ， 两 个 收敛 级 数 的 乘积 ， 确 实 可 以 是 发 散 的 
级 数 


收敛 (定理 3. 43)， 把 这 个 级 数 自 乘 ， 得 到 
和 
六 151 上 (+ 下 后!) 


WW 
(f+ 有 +A 


因此 
SS 1 
“DL 
因为 
nk+ D+D 一 (县 + 一 (本 -人 三 (县 +) 
那么 


有 十 2 n 二 2 
所 以 Zc, 收敛 的 必要 条 件 .0 不 能 满足 . 
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鉴于 下 面 的 Mertens 定理 ， 我 们 注意 到 这 里 讨论 的 是 两 个 非 绝 对 收敛 级 数 的 
乘积 . 
3.50 定理 假定 


(a) 9)a. 绝对 收敛 ， 
wD A 
3 = B， 


(dc = > ap 一 0,1,2，). 


| 
那么 


这 就 是 说 ， 两 个 收敛 级 数 ， 如 果 至 少 有 一 个 绝对 收 剑 ， 它 们 的 乘积 就 收敛 ， 
而 且 收 剑 于 正确 的 数值 (原来 两 个 和 的 乘积 ) 
证 令 


那么 
C,= ao 名 十 (ab 十 ai 加) 十 … 十 (aob 十 ab 十 … 十 anbo) 
= mwB, 十 wB。 十 … 十 asB。 
=a(B+B) +a(B+B) + +a (B+B) 
= A,B 十 aop. 十 apR 十 … 十 anpo 
令 


7, 一 ap. 十 apB + *** + aspo 
我 们 想 要 证 明 的 是 C, 一 AB， 因 为 A.B 一 AB， 所 以 只 要 证 明 
limy, 一 0 (21) 


就 够 了 . 令 
3 


[ 正 是 在 这 里 用 着 了 (a)]， 假 设 e>0 已 经 给 定 了 .由 (c)， 及 一 0， 于 是 可 以 选 一 
个 N， 使 得 "> 六 时 ，| 有 8. | 入 se， 在 这 时 候 ， 
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| 71 和 1Aas 十 … 十 Bva_w | 十 | pvwaw 十 … 十 Bao | 
委 |1ha. 十 … 十 Bva-w | 十 了 


让 N 固定 ,而 让 n>oo; 由 于 ko 时 ,as 一 0， 这 就 得 到 


lim sup | 7, [< a, 


因为 e 是 任意 的 ， 所 以 (21) 是 必然 的 . 

可 能 提出 的 另 一 个 问题 是 ， 当 级 数 Zcv 收敛 时 ， 它 的 和 一 定 等 于 AB 吗 ? 阿 
贝尔 证 明 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 . 

3.51 定理 如 果 级 数 Za.，Zb.，Zc. 分 别 收 伊 于 A，B，C， 并 且 c, 一 aob， 
十 … 十 ab ， 那 么 ，C 一 AB. 

这 里 没有 做 关于 绝对 收敛 的 假定 ， 在 定理 8. 2 之 后 ， 有 一 个 (借助 于 等 级 数 
连续 性 的 ) 简 单 证 明 . 


级 数 的 重 排 


3.52 定义 设 {&,),，n 二 1，2，3,*…， 是 由 正 整数 作成 的 序列 ， 在 它 里 边 
每 个 正 整数 要 出 现 一 次 ， 而 且 只 出 现 一 次 ( 按 定义 2. 4 的 记号 来 说 ，{k,} 就 是 从 J 
到 了 上 的 一 个 1-1 函数 )， 令 


a =a, (n=1,2,3,%") 


我 们 就 说 za ,是 Za 的 重 排 . 

如 果 {s,)，{5$) 是 24,，Za 的 部 分 和 的 序列 ， 容 易 知道 ， 这 两 个 序列 一 般 是 
由 完全 不 同 的 数组 成 的 ， 这 样 ， 就 要 发 生 一 个 问题 : 在 怎样 的 条 件 下 ， 收 剑 级 数 
的 一 切 重 排 都 收敛 ， 以 及 它们 的 和 是 否 必然 相同 . 

3.53 例 试看 收敛 级 数 


由 
丰 定 一 志 十 (22) 


和 它 的 一 个 重 排 
A (23) 


其 中 在 两 个 正 项 之 后 ， 总 跟着 一 个 负 项 ， 如 果 是 (22) 的 和 ， 那 么 


5 


1 
2 


:<1 一 于 + 于 = 


设 吉 是 的 第 个 部 分 和 .因为 ， 当 之 1 时 ， 


1 1 1 
3 St Or 


十 三 二 IT 一 区 
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于 是 知道 信之 ss<ss 一 …， 由 此 ， 
lim sups” 3 加 


所 以 (23) 一 定 不 能 收敛 于 *，[ 然 而 (23) 确 实 收 剑 ， 这 一 点 留 给 读者 去 证 明 ]. 
用 这 例题 可 以 说 明 下 列 属于 Riemann 的 定理 . 
3.54 定理 设 实 级 数 Za, 收效 而 不 绝对 收效 假定 


-oo 和 ao 和 8<c. 
那么 一 定 存在 着 重 排 Za%， 它 的 部 分 和 5 满足 
lim infs = a, lim supy, 一 及 (24) 
其 汐 


= la |+a, lal—a 村 二 
p= 加 ， gn 一 2 (n= 1,2,3,..). 


于 是 pp 一 q, 二 4,， Pp 十 gs 二 | 4a, | ， 加 过 0，q 过 0， 级 数 p,，Z4q 一 定 都 发 散 . 
因为 ， 假 如 这 两 个 级 数 都 收敛 ， 那 么 


Elprtqg) = Ea,l 
也 就 收 倒 ， 这 与 题 设 矛盾 ， 因 为 


AN y y 四 
2 - Dp 一 9.) 一 De.— De 
所 以 ， 如 果 Zp, 发 散 而 2q, 收敛 ( 或 者 反 过 来 )，Za, 必 发 散 ， 这 又 与 题 设 矛盾 . 
所 以 2p, 及 2q, 都 发 散 . 

现在 把 Za, 里 的 非 负 项 ， 按 它们 出 现 的 顺序 记 作 P，P:，P,，… 把 Za 
的 负 项 的 绝对 值 也 按 原 来 的 顺序 记 作 Qi，Q:，Q，… 

级 数 ZP,，zYQ, 与 Zp,，2Yq, 的 区 别 仅仅 是 一 些 等 于 零 的 项 ， 因 此 ， 它 们 都 
发 散 . 

现在 ， 选 两 个 序列 {m,) ，{k.)， 使 级 数 

书 十 十 Pa —Q— "Qt+Pant 
十 P 一 Qin 一 …… 一 Q 人 十 局 

满足 (24)， 显然 ， 这 是 2a, 的 重 排 . 


取 实数 序列 la,}，{hB.}, 使 a.>a, BB,，as<B,， Bi>0. 
设 m，k 是 使 


(25) 
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的 最 小 正 整数 ; m: ，k, 是 使 


书 十 … 十 P。 一 Q 一 … 一 Qu 十 Po 十 … 十 P- > 及 ， 
已 十 …… 十 P。 一 全 一 一 一 Qu 十 Pa 十 …… 十 PP 
一 Qin 一 … 一 Qe <a 


的 最 小 正 整 数 ; 照 这 样 接连 地 取 下 去 . 因为 ZEP。 和 2Q, 发 散 ， 所 以 这 是 办 得 
到 的 . 

如 果 zx, 与 y。 表示 (25) 里 末 项 为 P。. 与 一 Qu 的 部 分 和 ， 那 么 

1z 一 & 和 Po 一 o 入 Q. 

因为 mco 时 ，P,-~0，Q. 一 0， 所 以 zs 一 8B，y 一 a- 

最 后 ， 很 明显 ， 任 何 小 于 “或 大 于 8 的 数 ， 都 不 能 是 (25) 的 部 分 和 所 作成 序 
列 的 (部 分 ) 极 限 . 

3.55 定理 设 Za, 是 绝对 收 仇 的 复数 项 级 数 ， 那 么 Za 的 每 个 重 排 收效 ， 
而 且 它 们 都 收效 于 同一 个 和 . 

证 设 Za, 是 一 个 重 排 ， 它 的 部 分 和 为 ,给 定 e>0， 就 有 正 整数 N 使 得 
m 之 nN 时 有 


Dlal<e. (26) 


现在 选 请 使 正 整数 1，2，…，N 包含 在 集 k1，ks，…，k, 中 (这 里 用 的 是 定义 
3. 52 中 的 记号 )， 那 么 ， 当 n>p 时 ， 这 些 数 ai，a ，…，an 在 差 数 ;一 中 都 
被 消 掉 ， 因 此 ， 由 (26)，| 5 一 | <e， 所 以 {5$) 与 {5,} 收 敛 到 同样 的 和 数 . 


习题 
1. 证 明 : 序列 {5,)} 的 收敛 性 包含 着 { | s,| } 的 收敛 性 ， 逆 命题 对 吗 ? 
2 计算 limCV 严 十 2 一 2 
3. 设 54=Y2, 且 
sm 一 V2 十 VS (n=1,2,3,.), 


证 明 {s,}) 收 剑 ， 而 且 当 mn 一 1，2，3，… 时 ，%<<2. 
“4.。 求 下 边 定义 的 序列 {s} 的 上 、 下 极限 : 


1 
一 0 sm = Sh 


5。， 对 任意 两 个 实数 列 {a.)，{5.}， 有 
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lim sup(au 十 名) < lim supa, + lim supb.s 
这 里 假定 右 端的 和 不 是 cc 一 的 形状 . 
6. 研究 Za, 的 性 质 ( 收 敛 或 发 散 )， 如 果 
(a)a, =Vnt1—Vns 
(bu=YTIA， 
(Oa = —D)"s 
, 主 
Cd) 到，= 取 复 数值 
7. 证 明 ， 如 果 a, 之 0， 那么 2a, 收 剑 包含 着 
va 
收敛 . 
8， 如果 Za, 收敛 ， 而 (5,) 单 调 有 界 . 证明 Za.b。 也 收敛 . 
9. 求 下 列 每 个 短 级 数 的 收 化 半径 : 
(En, bE, 
(MEEe, (DEE. 
从 和 
10， 假 定 靠 级 数 5a.z" 的 系数 都 是 整数 ， 其 中 有 无 限 多 个 不 是 零 ， 证 明 收 敛 


半径 最 大 是 1. 
11. 假定 oo>0，%=a 十 … 十 av 而 Za 发 散 . 


av 
(a) 证 明 三 了 二 发散 


《b) 证 明 
1 
SN+1 SN+h SN+k 
再 证 明 
ao 
Es 
发 散 . 
(o) 证 明 
4 过 工 一 工 ， 
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再 证 明 王公 收 策 . 


(92 下 二 ， 2 7 怎样 呢 ? 
12. 设 a.>0 且 23a, 收 伍 . 令 


(a 证 明 mm<a 时 和 十 … 十 笃 >1 一 全 ， 再 证 明 习 生发 散 . 
(b) 证 明 -2 一 2(Vm 一 VF ) ， 再 证 明 三 -和 -收敛 . 

证 明 Vr 再 证 明 局 收 笋 
13. 证 明 两 个 绝对 收敛 级 数 的 Cauchy 乘积 也 绝对 收敛 . 
14. 设 {5,) 为 复数 序列 ， 定 义 它 的 算术 平均 数 o 为 
和 十 呈 十 … 十 和 

n+1 ” 

(a) 如 果 lims, 二 s， 证 明 lima, 
(b) 作 这 样 一 个 序列 {5,)， 使 limo. 二 0 但 {sv) 不 收敛 . 
(c) 是 否 能 出 现 这 样 的 事 : 对 一 切 mw，% 之 0， 虽 然 limo, 二 0， 但 是 lim sups, 二 0? 
(d) 对 于 n>1,， 令 a,=5, 一 s._1. 证 明 


ov 一 (n= 0,1,2,.). 


=s, 


5 一 on 一 #2 
假定 lim(na,)=0 并 且 {0,)} 收 敛 ， 证明 {s,) 收 敛 . [这 是 (a) 的 一 个 逆 命 题 ， 但 是 
添 了 一 条 假设 :na 一 0]. 
(e) 在 较 弱 的 假定 下 ， 推 导 上 一 个 结论 : 假设 M< co， 对 于 一切 ww，| no, | 入 M 
而 且 limo, =o。 按 下 列 步 台 证 明 lims, 二 o: 


如 果 mm 一 mn， 那么 
$0 = D+, -+ LD (en. 
ne Mimtl 
对 于 这 些 i， 
| < OM em-DM 


iTl < m3 
使 :>0 固定 ,给 每 个 配置 一 个 正 整 数 m， 满 足 


"<Tt 
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于 是 (m 二 DD/(n 一 m)<<1/e, 而 1 5 一 s; | 二 Me 所 以 


lim sup | s, —o |< Me. 


因为 e 是 任意 的 ，lims. 一 “. 

15， 定 义 3. 21 可 以 推广 到 4, 在 某 个 固定 的 R* 之 中 的 情形 .绝对 收敛 定义 
为 | ae. | 收敛 ， 证明 诸 定理 3. 22，3. 23，3. 25(a)，3. 33，3. 34，3. 42，3. 45， 
3.47 和 3. 55。 在 这 种 更 一 般 的 情况 下 都 真确 . (在 任 一 个 证 明 里 ， 只 需 稍 作 修 
改 ). 


16. 固定 正 数 "， 选 zx, >V& 且 用 递 推 公式 
i 
T= 到 (一 + 之 ) 


来 定义 ZT， TT 
(a) 证 明 {z,} 单 调 下 降 且 limr, 一 Va. 
(b) 令 6, 二 x, 一 Ja， 证 明 


于 是 令 B=2Va， 就 得 到 
eu 一 (三 (n = 1,2,3，)、 


《这 是 计算 平方 根 的 一 个 好 算法 ， 因 为 递 推 公式 简单 且 收敛 的 极 快 ， 例 如 ， 
如 果 a=3 而 zi 一 2， 证 明 e/B< 十 ， 所 以 


E410%, eo <4.10. 


17. 固定 a>1， 取 zi>>Va 且 定义 


Ee a 
TIF tI 


er 


(a) 证 明 zz>zs>… 
(b) 证 明 了 <zt<zs 一 …- 

(ce) 证 明 limz, 一 Ya. 

(d) 将 这 种 方法 的 收敛 速度 与 习题 16 中 所 述 方法 的 收 剑 速 度 相 比 较 . 
18， 把 习题 16 中 的 递 推 公式 换 成 


er 一 Ps, + pr” 
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(这 里 p 是 固定 的 正 整数 )， 并 且 描 述 所 得 序列 {x,) 的 性 质 . 
19. 对 于 每 个 序列 a 二 {a,}， 其 中 a 是 0 或 2， 作 一 个 实数 


zx(a) = 5 3 
Ee 


证 明 ， 由 所 有 z(a) 组 成 的 集 ， 恰 好 就 是 在 2. 44 节 中 所 描述 的 Cantor 集 ， 

20. 设 {p,} 是 距离 空间 X 中 的 Cauchy 序列 ， 且 有 某 个 子 序 列 {p。 } 收 敛 于 一 
点 PEX。 证 明 整 个 序列 {z } 收 剑 于 记 - 

21. 证 明 与 定理 3. 10(b) 的 类 似 定理 : 如 果 序列 {E,} 里 的 E 都 是 完备 度量 
空间 X 中 的 有 界 闭 集 ，E. 二 E+: 并 且 


limdiamE, 一 0 


那么 站 E. 恰 由 一 点 组 成 . 

22， 设 X 是 完备 度量 空间 ， 而 序列 {G,} 里 的 G. 都 是 X 的 稠密 开 子 集 ， 证 明 
Baire 定理 ; 站 G. 不 空 (事实 上 它 在 X 中 稠密 . ) 

提示 : 找 一 个 由 邻 域 E,(E,CG,) 组 成 的 收缩 序列 ， 并 应 用 习题 21. 

23， 设 {p.) 和 (4) 是 度量 空间 X 里 的 Cauchy 序列 证明， 序列 {dp。，qn)} 
收敛 ， 

提示 : 对 于 任意 的 m,n 有 

d(pg,) Sd(prs pn) + d(pn'qdn) + d(qn, go)， 
因此 ， 当 m,n 很 大 时 
1d(p.q) —d(pn gn)| 

就 很 小 . 

24. 设 X 是 度量 空间 

Ca) 称 X 中 的 两 个 Cauchy 序列 {p.){9.) 是 等 价 的 ， 如 果 

limd(p,»q") =0 


证 明 这 是 一 个 等 价 关 系 . (定义 2. 3). 
(b) 设 X* 是 这 样 得 到 的 一 切 等 价 类 的 集 ， 如 果 PEX"，QEX*，{p,}€EP. 
{q.}EQ， 定义 


ACP,Q) = limd(p.»g") 
根据 习题 23， 这 极限 是 存在 的 。 如 果 把 1p.) 和 {qs} 各 代 以 等 价 序列 ， 试 证 数 


A(P，Q) 不 变 ， 从 而 A 是 XX“ 里 的 距离 函数 . 
(中 证 明 所 得 的 度量 空间 X" 是 完备 的 
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(d) 对 于 每 个 PE X， 有 一 个 各 项 都 是 pp 的 Cauchy 序列 ， 设 P, 是 X" 中 的 包 
含 着 这 个 序列 的 成 员 ， 证 明 对 于 一 切 p，g€ XX， 有 


ACP,,P,) = d(p,g). 


换 句 话 说 ， 由 等 式 p(p) 二 P, 确定 的 映射 是 从 义 到 义 * 内 的 等 距 映射 ( 亦 即 保 
持 距离 的 映射 ). 

(e) 证 明 ，9(X) 在 X" 中 稠密 ， 并 且 当 X 完备 时 ，gp(X) 二 X". 

根据 (d) ， 可 以 把 X 与 p(X) 等 同 起 来 ， 而 且 认 为 叉 被 嵌入 于 完备 距离 空间 
X "之 中 了 X 叫 做 和 的 完备 化 (空间 ). 

25. 设 X 是 度量 空间 ， 它 的 点 都 是 有 理 数 ， 以 4(z，y) 三 |z 一 ?| 为 距离 . 
问 这 空间 的 完备 化 是 什么 ?( 与 习题 24 比较 ). 
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在 定义 2.1 和 2.2 中 引进 了 函数 概念 和 一 些 与 它 有 关 的 术语 ;虽然 我 们 (在 
后 面 各 章 里 ) 主 要 感 兴趣 的 是 实 函数 和 复 函 数 ( 即 值 是 实数 或 复数 的 函数 )， 但 是 
我 们 也 要 讨论 向 量 值 函数 ( 即 在 R' 中 取 值 的 函数 ) 和 在 任意 度量 空间 中 取 值 的 函 
数 ， 我 们 在 这 个 更 一 般 的 基础 上 将 要 讨论 的 定理 ， 并 不 会 因为 我 们 限制 在 (例如 ) 
实 函 数 而 显得 容易 些 ， 放 弃 不 必要 的 假定 和 用 适当 普遍 的 措 词 来 叙述 和 证 明定 
理 ， 反 而 会 使 得 情景 确实 简洁 了 . 

我 们 的 函数 的 定义 域 也 是 度量 空间 ， 遇 有 不 同 的 要 求 ， 便 加 以 适当 的 说 明 . 


函数 的 极限 


4.1 定义 令 X 和 了 是 度量 空间 ， 假 设 ECX，j 将 巨 喘 人 工 内 且 记 是 
E 的 极限 点 ， 凡 是 我 们 写 当 少时 了 (z) 一 9， 或 
limf (7) =g (1) 
的 时 候 ， 就 是 存在 一 个 点 9EY 具有 以 下 的 性 质 ， 对 于 每 个 e>0， 存 在 着 0， 
使 得 
dr(Cf(Czr),q) 一 e (2) 
对 于 满足 
0<dx(z,p) 一 (3) 
的 一 切 点 EE 成立 . 
记号 dx 和 dy 分 别 表示 X 和 Y 中 的 距离 . 
如 果 X 和 (或 )Y 换 成 实 直线 ， 复 平面 或 某 一 欧 氏 空间 R'， 那 么 ， 距 离 dx 和 
dy 自然 该 换 成 绝对 值 或 相应 的 范 数 ( 见 第 2. 16 段 ). 
应 当 注 意 pE X， 但 是 上 面 的 定义 中 ， 并 不 一 定 要 求 p 是 巨 的 点 .此 外 ， 即 
使 PEE， 也 完全 可 能 f(p) 关 limf (2). 


我 们 还 可 以 将 这 个 定义 用 序列 的 极限 改 述 为 : 
4.2 定理 令 X,Y，E， 三 和 妃 是 定义 4. 1 说 的 那些 ， 那 么 


limf (x)=g (4) 
mp 

当 且 仅 当 
limf(p.)=g (5) 


对 于 巨 中 合 于 
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Pp, limp.=p (6) 


的 每 个 序列 {p,} 成 立 . 

证 假定 (4) 成 立 ， 取 下 中 满足 (6) 的 { 思 } .给 定 了 es 二 0， 那 么 就 有 6 二 0， 
使 得 当 zEE 且 0<dx(z，p)<6 时 ，dy (f(z),，9g)<e。 同样 又 有 N 使 得 当 z>>N 
时 ，0<dx(p,，p)<6. 这 样 ， 对 于 n>>N, 我 们 有 dy(f(p,)，gq)<e。 这 就 证 明了 
(5) 成 立 . 

反 过 来 ， 假 定 (4) 不 成 立 ， 这 时 便 有 某 个 。>0， 使 得 对 于 每 个 6>0， 都 有 点 
zE 下 (依赖 于 5)， 对 这 个 工 来 说 ，dyr (f(x), gq) 之 e 但 0<dx(z，p)<63， 取 
二 1/n,(n 二 1，2，3,，…) 我 们 就 在 EE 中 找到 一 个 满足 (6)， 但 使 (5) 式 不 成 立 的 
序列 . 

推论 如 果 三 在 访 有 极限 ， 那 么 这 极限 是 惟一 的 . 

这 可 以 由 定理 3. 2(b) 及 定理 4. 2 推出 来 . 

4.3 定义 设 有 定义 在 巨 上 的 两 个 复 函 数 扩 和 & ， 我 们 用 7 十 & 表示 一 个 函 
数 ， 它 给 巨 的 每 个 点 工 配置 的 数 是 f(z) 十 g(z)。 我 们 用 类 似 的 方法 定义 两 个 函 
数 的 差 [一 5， 积 fg 及 商 f/g， 约 定 商 只 定义 在 下 的 那些 使 5(z) 天 0 的 点 工 上 . 
如 果 /给 EE 的 每 点 zx 配置 同一 个 数 c， 那 么 了 就 叫做 一 个 常数 函数 ， 或 简单 地 叫 
做 一 个 常数 ， 并 记 作 fc。 设 f 和 g 都 是 实 函数 ， 如 果 对 于 每 个 xE 巨 来 说 
f(x) 之 g(x) ,那么 有 时 为 了 简便 ， 就 记 作 /之 g. 

类 似 地 ， 如 果 f 和 8 把 瑟 映 人 尽 ' 内 ， 便 用 

(f 十 gB)(z) 一 fCz) 十 gCz) ,CT。g)(z) = f(z) + g(x) 


来 定义 f+g 及 弗 ; 再 车 4 是 实数 ， 便 定义 f(x) 二 Xf(z). 

4.4 定理 假设 ECX，X 是 度量 空间 ， 户 是 巨 的 极限 点 ，f 与 Bg 是 EE 上 
的 复 函数 ， 而 且 

im 7(z) = A, limg(z)=B. 

那么 

(alim(f+g)(z)—=A+B, 

(bjlim( fe) (2) =—AB, 

COlim(f/8) (2)=A/B, 假定 B 天 0. 

证 “依照 定义 4. 3， 这 些 论断 可 以 从 序列 的 类 似 性 质 (定理 3. 3) 直 接 推出 来 . 


评注 如 果 f 与 g 将 EE 映 入 R* 内， 那么 (a) 仍 然 成 立 ， 而 (b) 就 要 变 为 
(b’) limCf。g)(z) 一 人 B 


(参看 定理 3. 4). 


连续 函数 
4.5 定义 设 X 与 了 是 度量 空间 ，ECX，#pEE， 并 且 了 将 已 映 人 工 内 ， 
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如 果 对 于 每 一 个 e>0， 总 存在 9>0， 对 于 一 切 满足 dx(z，p)<6 的 点 +EE 
来 说 ， 
dy (f(T),f(p)) <e, 


就 说 在 p 点 连续 . 

如 果 在 E 的 每 一 点 都 连续 ， 就 说 f 在 EE 上 连续 . 

应 该 注意 ， 要 使 f 在 点 p 连续 ，f 必须 在 点 p 有 定义 . (这 一 点 请 与 定义 
4.1 后 面 的 说 明 对 比 一 下 ). 

如 果 记 是 EE 的 一 个 孤立 点 ， 那么 由 我 们 的 定义 推 知 ， 每 一 个 以 忆 为 定义 域 
的 函数 都 在 点 p 连续 ， 因 为 ， 不 管 取 的 哪个 e0， 总 可 以 选 一 个 8>0， 使 得 满 
足 dx(zx，p)<6 的 点 zEE 只 有 z= 二 p; 于 是 

dy(f(7),f(p)) =0<e. 


4.6 定理 在 定义 4.5 里 所 假定 的 情况 下 ， 再 假定 户 是 下 的 极限 点 ， 那 么 ， 
了 在 户 点 连续 当 且 仅 当 
limf(z) = f(p) 
mp 
证 只 要 将 定义 4.1 和 4.5 对 比 一 下 就 清楚 了 . 
现在 我 们 转 到 函数 的 复合 ， 下 面 定理 的 一 种 简 述 是 : 连续 函数 的 连续 函数 是 
连续 的 . 
4.7 定理 设 X，Y，Z 是 度量 空间 ，ECX， /将 下 映 入 Y 内 ， 8g 将 f 的 
值 域 f(E) 映 入 Z 内 ,而 是 由 


h(r) = g(f(7z)) (rE€EE) 
定义 的 巨 到 Z 内 的 上 映射， 如果 f 在 点 EE 连续， 并 且 在 点 (Pp) 连 续 ， 那 么 


在 点 户 连 续 . 
这 个 函数 A 叫做 与 g 的 复合 函数 或 了 和 8g 合成 .记号 
A 
在 本 书 中 经 常用 . 


证 设 e>0 已 经 给 定 ， 因 为 g 在 f(p) 连 续 , 便 有 0 使 得 当 dv(y,，f(p))<7 
和 yEf(E) 有 dz(g(y)，g(f(p)))<e。 又 因为 了 在 户 点 连续 ， 那么 存在 着 65>0， 
使 得 当 dx(zx，p)<8 和 zxEE 有 dy(f(z)，f(p))<n 由 此 知道 : 当 dx (zx，p)<6 
和 xzEE 有 dz(h(z),h(p)) 二 dz(g(f(z))，g(f(p)))<e， 所 以 h 在 点 连续 

4.8 定理 ”将 度量 空间 X 映 入 度量 空间 了 内 的 映射 在 X 上 连续 ， 当 且 仅 
当 对 于 Y 的 每 个 开 集 V 来 说 ， 扩 '(V) 是 义 中 的 开 集 . 

( 道 象 的 定义 已 见于 定义 2. 2) 这 是 连续 性 的 一 个 极 有 用 的 特征 . 

证 设 / 在 X 上 连续 而 V 是 Y 中 开 集 ， 我 们 必须 证 明 ，/”'(V) 的 每 个 点 者 
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是 广 :(V) 的 内 点 . 设 pbEX， 且 f(p)EV. 由 于 V 是 开 集 ， 必 定 存 在 着 二 0， 
使 得 当 dy(f(p)，y)<e 有 yEV， 而 由 于 f 在 点 连续 ， 就 又 存在 6>>0, 使 当 
dx(z，p)<8 有 dy (f(z)，f(p)) 二 se 所以, 只 要 dx (x，p) 二 6 就 保证 
了 ze 广 :(V). 

反之 ， 设 对 于 Y 中 的 每 个 开 集 了 来 说 ， 广 '(V) 是 X 中 的 开 集 固定 了 PEX 
与 e>0, 邻 V 是 满足 dy(y，f(p))<e 的 一 切 yEY 所 成 的 集 ， 那 么 V 是 开 集 ， 因 
而 广 :(V) 是 开 集 ， 因 而 存在 着 93>0 使 得 当 dx(p，z)<3 有 xEf '(V)， 然而 一 
且 zE 广 :(V)， 便 将 要 f(z)EV， 所 以 dy (f(z),f(p))<e. 

这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

推论 将 度 重 空间 X 映 入 度量 空间 Y 内 的 映射 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 对 于 
YY 中 的 每 个 闭 集 C，/“'(C) 是 闭 集 . 

这 由 本 定理 即 可 推 知 ， 因 为 一 个 集 是 闭 集 ， 当 且 仅 当 它 的 余 集 是 开 集 。 然而 
对 每 个 ECY， 广 !(E)=[ 广 :CE)]. 

现在 我 们 转 到 复 值 和 向 量 值 函 数 ， 以 及 定义 在 R* 的 子 集 上 的 函数 

4.9 定理 设 了 与 5 是 度量 空间 X 上 的 复 连续 函数 ， 那 么 ， 太 + 8，Jg 与 
f/g 在 X 上 连续 . 

在 最 后 的 情形 中 ， 当 然 必须 假定 对 于 一 切 xEX，&(z) 天 0. 

证 在 X 的 孤立 点 无 须 证 明 。 在 极限 点 ， 论 断 是 定理 4. 4 与 定理 4. 6 的 直接 
结果 . 

4.10 定理 

(a) 设 1，…， 包 是 度量 空间 XX 上 的 实 函数 ， 并 且 『 是 由 


f(z) 一 ( 广 (z)，…Cz))》 (rE X) (7) 


定义 而 将 X 映 入 R* 内 的 映射 。 那么 ,连续 当 且 仅 当 1 ，f:…，f4 都 连续 . 

(b) 如 果 f 与 是 将 义 映 入 RR* 内 的 连续 映射 ， 那么 fg 与 fg 都 在 XX 上 
连续 . 

函数 有 ，…，f 叫 作 了 的 分 重 ， 注 意 ,，f 十 g 是 把 XX 映 入 R* 内 的 映射 ， 而 
f，g 则 是 X 上 的 实 函 数 . 

证 部 分 (a) 能 由 不 等 式 


[AC AC AL 一 fy)1| 
OAO 


推出 来 ， 其 中 j 一 1，2，…，A。 部 分 (b) 是 (a) 与 定理 4. 9 的 直接 结果 
4.11 例 如 果 zl，…，z 是 点 xER* 的 坐标 .由 


BI) = (xER') (8) 


连 续 性 77 


定义 的 函数 更 必然 在 R* 上 连续 ， 这 因为 不 等 式 
[WD —BDI< |x—y| 


表示 ， 我 们 可 以 在 定义 4.5 中 取 9 一 e， 这些 函数 B; 有 时 称 为 坐标 函数 . 
重复 应 用 定理 4. 9 可 以 证 明 每 个 单项 式 


IN IP (9) 


在 R' 上 连续 ， 其 中 mh，…，ns 是 非 负 的 整数 。 因 为 常数 显然 是 连续 的 ， 所 以 
(9) 式 用 常数 乘 后 还 连续 .由 此 推 知 ， 每 个 由 


Pr = Dosrhzh (x€ R') (10) 


给 出 的 多 项 式 在 R* 上 连续 .这 里 系数 c,-。% 是 复数 ，m ，…，m 是 非 负 的 整 
数 ， 并 且 (10) 中 的 和 只 有 有 限 多 项 . 

更 进一步 ，z!，…，zi 的 每 个 有 理 函数 ， 即 形式 如 (10) 的 两 个 多 项 式 的 商 ， 
只 要 它 的 分 母 不 为 零 ， 便 在 Re 上 连续 . 

从 三 角形 不 等 式 容易 看 出 


lixl-lyll< |x—y| (ry€R') (11) 


所 以 ， 映射 x | x | 是 R 上 的 连续 函数 . 

现在 ， 如 果 f 是 一 个 由 度量 空间 X 映 人 尺 * 内 的 连续 映射 并 且 在 X 上 由 
(Pp)=|f(p) | 定义 ， 那么 ， 用 定理 4.7 可 以 推 知 ，®@ 是 X 上 的 连续 实 函数 . 

4.12 评注 我 们 定义 了 在 一 个 度量 空间 X 的 某 个 子 集 EE 上 定义 的 函数 的 
连续 概念 ， 然而， 正在 X 中 的 余 集 在 这 个 定义 中 不 起 任何 作用 (注意 ， 这 情况 同 
函数 的 极限 有 些 不 同 ). 因此， 去 掉 f 的 定义 域 的 余 集 我 们 毫 不 介意 ， 这 就 是 说 ， 
我 们 可 以 只 谈 度 量 空 间 映 人 另 一 度量 空间 内 的 连续 映射 ， 而 不 谈 子 集 的 映射 。 这 
样 可 以 简化 某 些 定理 的 叙述 和 证 明 。 我们 已 经 在 定理 4.8 到 4.10 中 应 用 了 这 个 
原理 ， 并 且 在 下 边关 于 紧 性 的 一 节 中 还 要 这 样 做 . 
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4.13 定义 将 集 E 映 入 R* 内 的 映射 人 叫做 有 界 的 ， 如 果 有 一 个 实数 M， 
使 得 f(z) 对 于 一 切 zxE 下 满足 |f(z) | 入 M. 
4.14 定理 设 三 是 把 紧 度 重 空间 X 映 入 度量 空间 Y 内 的 连续 映射 ， 那 么 
了 (X) 是 紧 的 . 
证 设 {V.} 是 f(X) 的 一 个 开 覆盖 .由 于 f 连续 ,定理 4.8 说 明 每 个 集 
广 :(V.) 是 开 的. 由 于 六 是 紧 的 ， 那 么 存在 着 有 限 个 指标 a1，…，a,， 使 得 
XRV (12) 


由 于 对 每 个 ECY 来 说 f(f'(E))CE， 那么 ，(12) 就 意味 着 
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JOOCV UUV,. (13) 

这 样 就 完成 了 证 明 . 

附注 : 我 们 利用 了 关系 式 f(f/'(E))CE, 它 对 于 ECY 成 立 ， 如 果 ECX， 
我 们 只 能 肯定 三 (7(E)) 忆 已 ， 等 号 未 必 能 用 . 

现在 我 们 推导 定理 4. 14 的 几 个 推论 . 

4.15 定理 如 果 f 是 把 紧 度 重 空间 X 映 入 尺 " 内 的 连续 映射 ， 那 么 ，f(X) 
是 闭 的 和 有 界 的 、 因 此 ，f 是 有 界 的 . 

这 可 以 从 定理 2. 41 推出 来 . 这 个 结果 当 了 是 实 函数 时 特别 重要 : 

4.16 定理 设 三 是 紧 度量 空间 X 上 的 连续 实 函数 ， 并 且 


M= supf (Pp), m= inff(p), (14) 


那么 ， 一定 存 在 着 两 点 r，sEX， 使 得 f(r) 二 M， 及 f(s) 二 m. 
(14) 中 的 记号 表示 M 是 一 切 数 /(p) (这 里 p 遍历 X) 的 集 的 最 小 上 界 ， 而 m 
是 这 个 数 集 的 最 大 下 界 . 
这 个 结论 也 可 以 叙述 如 下 : 在 X 中 存在 着 两 点 r 和 5， 对 一 切 工 EX 来 说 ， 
jn 和 Fr) 入 Fo): 即 六 在 点 ) 达 到 它 的 最 大 值 并 且 ( 在 * 点 ) 达 到 它 的 最 小 值 . 
证 根据 定理 4. 15，8(X) 是 一 个 闭 的 且 有 界 的 实数 集 ， 因 此 ， 根 据 定理 
2.28，/(X) 包 含 M=supf(X) 及 m=inff(zx). 
4.17 定理 设 卫 是 把 紧 度量 空间 X 映 满 度量 空间 Y 的 连续 1-1 映射 ， 那 
么 ， 按 


(f(z7)=r (rE€ X) 


在 多 上 定义 的 过 映射 广 "， 是 了 映 满 X 的 连续 映射 . 

证 将 定理 4.8 应 用 到 "(代替 刀 ， 我 们 看 到 只 需 证 明 ， 对 于 X 中 的 每 个 
开 集 V 来 说 ，/(V) 是 Y 中 的 开 集 ， 设 取 定 了 一 个 这 样 的 集 V. 

V 的 余 集 V" 在 X 中 是 闭 的 ， 因 而 是 紧 的 (定理 2. 35)， 因 而 f(V') 是 Y 的 紧 
子 集 ( 定 理 4. 14) ， 因 而 在 Y 中 是 闭 的 (定理 2. 34). 由 于 了 是 一 对 一 的 ， 并 且 是 
映 满 的 ， 所 以 /(V) 是 f(V") 的 余 集 ， 因 此 ，f(V) 是 开 的 . 

4.18 定义 设 了 是 把 度量 空间 X 映 入 度量 空间 Y 内 的 映射。 我 们 说 f 在 
X 上 是 一 致 连续 的 ， 如 果 对 于 每 个 e>0 总 存在 着 一 个 350， 对 于 X 中 一 切 满足 
dx(p，9)<6 的 p 和 9g 来 说 ,都 能 使 

dr(f(p),f(9)) < e. (15) 


让 我 们 来 考虑 连续 和 一 致 连续 这 两 个 概念 之 间 的 区 别 . 首先 ， 一 致 连续 是 函 
数 在 一 个 集 上 的 性 质 ， 而 连续 则 能 在 单个 点 上 来 定义 。 问 一 个 给 定 的 函数 在 某 一 
点 上 是 否 一 致 连 续 ， 是 没有 意义 的 。 其次， 如果 f 在 X 上 连续 ,那么 对 于 每 个 
ce>0 和 X 的 每 个 点 p， 可 以 找到 一 个 数 3>0 具有 定义 4 5 所 说 的 性 质 ， 这 个 3 依 
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赖 于 也 依赖 于 p. 但 车 f 在 X 上 一 致 连续 ， 便 能 对 于 每 个 e 之 0， 找 到 一 个 数 
65>0, 它 适用 于 的 一 切 点 记 . 

显然 ， 每 个 一 致 连续 的 函数 是 连续 的 .从 下 面 的 定理 可 以 知道 ， 在 紧 集 上 这 
两 个 概念 是 等 价 的 - 

4.19 定理 设 f 是 把 紧 度量 空间 鲜 映 入 度量 空间 了 内 的 一 个 连续 映射 
那么 ，f 在 XX 上 一 致 连续 . 

证 设 e>0 已 经 给 定 ， 由 于 了 连续 ， 我 们 可 以 为 每 个 点 p€EX 配置 一 个 正 
数 (p)， 使 得 当 


gE€ 和 dx(pwq) 二 (Pp) 有 dy(f(p),f(q)) 过 二 (16) 


设 1p) 是 满足 
dx(p19) < Bp) G7) 
的 一 切 9EX 的 集 ， 由 于 PEJ(p)， 所 以 一 切 集 J(p) 构 成 的 组 是 的 一 个 开 覆 
盖 ; 再 由 于 是 紧 的 ，X 中 存在 着 点 p，，…，p 组 成 的 有 限 集 ， 使 得 
XCIPp) U…UJCPD). (18) 
我 们 取 


0 = Fmin[@(p) ,0(p)], (19) 


那么 6>0. (这 就 是 紧 性 定义 中 固有 的 ,覆盖 的 有 限 性 之 所 以 不 可 缺少 的 所 在 . 
有 限 多 个 正 数 的 最 小 数 是 正 数 ， 至 于 无 限 多 个 正 数 的 下 确 界 却 很 可 能 是 0. ) 

现在 设 户 和 9 是 X 中 合 于 dx(b，9) 一 8 的 点 ， 根 据 (18) 一 定 有 一 个 整数 m， 
1<m<n， 使 得 PEJ(C 加 )， 因 而 


da(prpn) < Bp-) (20) 
于 是 又 得 到 
dg 加 ) Sdx (prg) + dxCprpr) 一 8 十 去 BC 因 ) < Bpn). 
最 后 ， 由 (16) 就 可 证 明 
d 必 (F(p) fD) Sdy (fp) pm)) + dy (fq9) ,fpn)) < ee. 


证 完 . 

在 习题 10 中 指出 了 另 一 种 证 法 - 

现在 来 证 明 ， 在 定理 4. 14，4. 15，4. 16 及 4.19 的 题 设 中 ， 紧 性 是 不 可 忽 
少 的 . 
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4.20 定理 设 巨 是 R 中 的 不 紧 的 集 ， 那 么 

(a) 有 在 已 上 连续 却 不 是 有 界 的 函 教 . 

《b) 有 在 下 上 连续 且 有 界 ， 却 没有 最 大 值 的 函数 . 

此 外 ， 如 果 巨 又 是 有 界 的 ， 那 么 

(c) 有 在 忆 上 连续 却 不 一 致 连续 的 函数 . 

证 先 设 已 是 有 界 的 ， 因 此 有 一 个 点 设 为 z,， 它 是 EE 的 极限 点 ， 却 不 是 
的 点 ， 考 虑 


Fa = 一 一 (ze 癌 . (21) 
I 到 


这 个 函数 在 EE 上 连续 (定理 4.9)， 但 显然 无 界 . 为 了 看 出 (21) 不 一 致 连续 ， 设 
e>0 与 9>0 是 任意 的 ， 并 且 取 一 点 xE 巨 使 | z 一 zo | <5， 取 一 个 与 zo 足够 近 
的 it， 这 时 尽管 | :一 z | <6 还 是 可 以 使 得 | f(z) 一 f(x) | 大 于 e， 因 为 对 于 每 个 
6>0 都 这 样 ， 所 以 f 在 E 上 不 一 致 连续 . 

由 


1 


4 TF my 


(r€E) (22) 


给 出 的 函数 g 在 EE 上 连续 ; 又 因 0 一 g(z)<1， 那 么 g 也 是 有 界 的 ; 显然 


supe(D =1, 


然而 对 于 一 切 zxEE，g(z)<1; 所 以 EE 上 没有 最 大 值 . 
我 们 已 经 对 有 界 集 E 证 明了 这 定理 .现在 假设 是 无 界 的 。 这 时 ，f(x) 二 
可 以 证 实 (a)， 而 


hn) = TE (EE) (23) 


T+ 到 
可 以 证 实 (b)， 这 因为 
suph Cz) 一 1， 


并 且 对 一 切 zxEE, h(z)<1. 

如 果 从 假设 中 去 掉 有 界 性 ， 论 断 (c) 就 不 成 立 了 ， 例 如 ， 设 下 是 一 切 整数 的 
集 ， 那 么 定义 在 下 上 的 每 个 函数 都 在 已 上 一 致 连续 .为 了 明白 这 一 点 ， 只 需 取 
定义 4. 18 中 的 6<1. 

我 们 在 本 节 最 后 ， 证 明定 理 4. 17 中 的 紧 性 也 是 不 可 缺少 的 . 

4.21 例 设 X 是 实 直 线 上 的 半 开 区 间 [0，2x)，Y 是 一 切 到 原点 的 距离 为 
1 的 点 组 成 的 贺 ， 并 且 【是 由 

f(1) = (costvsinD) (0<t<2n) (24) 
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定义 的 ， 使 X 映 满 Y 的 观 射 三 角 函 数 余弦 与 正弦 的 连续 性 ， 以 及 它们 的 周期 
性 将 在 第 8 章 中 建立 使 用 这 些 结 果 ， 容 易 看 出 ,f 是 把 X 映 满 Y 的 连续 1-1 
映射 . 

然而 ， 逆 映射 ( 它 存在 ， 因 为 是 一 对 一 的 并 且 是 映 满 的 ) 在 点 (1，0) 一 f(0) 
不 连续 ， 当 然 ， 这 个 例 中 的 X 不 是 紧 的 . (尽管 Y 是 紧 的 ， 而 全 "还 是 不 连续 ， 
注意 到 这 一 点 是 有 益 的 . ) 


连续 性 与 连通 性 


4.22 定理 设 卫 是 把 连通 的 度量 空间 X 映 入 度量 空间 Y 内 的 连续 映射 ，EE 
是 和 的 连通 子 集 ， 那 么 f( 忆 ) 是 连通 的 . 

证 假如 A，B 是 Y 的 两 个 分 离 的 不 空子 集 , 而 f(E) 一 AUB. 令 G=EN 
广 !(A)，H=En 广 :(B). 

于 是 E=GUH,， 且 G 和 万 都 不 空 . 

因 ACA(A 的 闭 包 )， 所 以 GC/"'(A)， 因 为 f 连续 ， 所 以 广 !(A) 是 闭 集 ， 
因 之 GCf/"'(A). 于 是 f(G)CA. 因 /f(H)=B 且 ANMB 是 空 集 所 以 GNH 是 
空 集 . 

同 理 可 知 G 门 万 是 空 集 ， 因此 G 与 H 是 分 离 的 ， 但 当天 是 连通 集 时 ， 这 不 
可 能 . 

4.23 定理 设 了 是 区 间 [a， 扑 上 的 连续 实 函 数 ， 如 果 Fa) 一 Jp)， 并 且 ( 
是 一 个 合 于 (4a) 二 c 过 f() 的 数 ， 那 么 必 有 一 点 TE (a， 使 f(z) 二 c. 

当然 ， 如 果 fa) 之 /6) 也 有 类 似 的 结果 成 立 ， 粗 略 地 说 ， 这 定理 是 说 连续 
实 函数 能 取得 一 个 区 间 的 一 切中 间 值 . 

证 根据 定理 2.47，[a, 总 是 连通 的 ， 于 是 定理 4.22 说 明 f([a, bj) 是 RR 
的 连通 子 集 ， 如 果 再 一 次 借助 于 定理 2. 47 便 得 到 所 要 证 的 论断 . 

4.24 评注 初 看 起 来 ， 好 像 定理 4. 23 有 一 条 北 定 理 ， 即 是 说 或 许 会 这 样 
想 : 如 果 对 于 任何 两 点 x1 过 zs 以 及 f(z1) 与 f(z2) 之 间 的 任 一 数 c 都 有 (zx!，x2) 
中 的 一 点 zx， 使 /(z) 二 ce， 那 么 f 必须 连续 . 

从 例 4. 27(d) 可 以 得 出 结论 : 并 不 如 此 
间断 

如 果 工 是 函数 f 的 定义 域 中 的 一 点 ， 而 在 这 点 了 不 连续 ， 那 么 我 们 说 了 在 
间断 ， 如 果 f 定义 在 一 个 闭 区 间或 定义 在 一 个 开 区 间 上 ， 那么 习惯 上 把 间断 分 为 
两 类 ， 在 讲 这 分 类 之 前 ， 我 们 必须 定义 f 在 工 的 右 极限 和 左 极限 ， 对 此 ， 分 别 用 
f(z 十 ) 和 f(z 一 ) 表 示 它 们 . 

4.25 定义 ” 设 f 定 义 在 (a， 56) 上， 考虑 任 一 点 ，a 二 +b。， 如 果 对 于 
(zx， 护 中 一 切 满足 .一 zx 的 序列 {t.) 来 说 ，f(1.) 一 q( 当 n>oo)， 那 么 我 们 就 写成 
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f(z+)= gq. 


为 了 对 于 a<z<b， 得 到 /(x 一 ) 的 定义 ,我 们 就 把 序列 {4,} 限 制 在 (a，z) 
之 内 
显然 ,在 (4， 月 的 任 一 点 z，lim /0 存在 ， 当 且 仅 当 


f(x+)= f(r—) = limf (0). 


4.26 定义 设 / 定 义 在 (a, 8) 上 ， 如 果 了 在 一 点 间断 ， 并 且 如 果 /(z 十 》 
和 f(z 一 ) 都 存在 ， 就 说 在 zx 发 生 了 第 一 类 间断 ， 或 简单 间断 ， 其 他 的 间断 称 
为 第 二 类 间断 . 

函数 发 生 简 单间 断 的 方式 有 两 种 : f(z 十 ) 了 (zx 一 )，( 在 这 情况 下 数值 f(z) 
无 关 紧 要 ) 或 /(x++)=f(z 一 ) 了 f(z). 

4.27 例 

(a) 定义 


1 ( 当 工 是 有 理 数 )， 
0 ( 当 工 是 无 理 数 ). 


这 时 /在 每 个 点 发 生 一 次 第 二 类 间断 ， 因 为 /zx 十) 和 f(z 一 ) 都 不 存在 
(bb) 定 义 


f(r) -| 


工 〈 当 工 是 有 理 数 )， 


-| 0 ( 当 工 是 无 理 数 ). 


这 时 f 在 ==0 连续 ， 而 在 每 个 其 他 的 点 发 生 第 二 类 间断 . 


《c) 定 义 
z+2 (-3<r<-—2), 
ro 十: (一 2 魏 z<<0)， 
5 (0<r<L). 


这 时 f 在 z=0 发 生 一 次 简单 间断 ， 而 在 (一 3，1) 的 其 他 每 个 点 连续 . 
(由) 定义 


wh 

= (zxz#0) 
Ls 工头 

0 (z=0) 


因为 (0 十 ) 和 0 一 ) 都 不 存在 ， 所 以 了 在 工 一 0 发 生 一 次 第 二 类 间断 ， 我 
们 尚未 证 明 sinz 是 连续 函数 。 如 果 我 们 暂时 承认 这 个 结果 ， 那么 定理 4.7 就 说 
明 了 在 每 个 点 + 关 0 连续 - 
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单调 函数 


现在 我 们 来 研究 那些 在 一 个 给 定 开 区 间 上 不 减 的 (或 不 增 ) 的 函数 . 

4.28 定义 设 f 是 (a,， 5b) 上 的 实 函数 ， 如果 当 a<z<y<b 时 有 f(D 和 <f(y)， 
便 说 在 (a, 5) 上 单调 递增 如果 把 后 一 个 不 等 式 掉 转 方向 ， 就 得 到 单调 递减 卫 
数 的 定义 了 .单调 函数 类 既 包含 递增 的 也 包含 递减 的 函数 . 

4.29 定理 设 卫 在 (a， 纹 上 单调 递增 ， 那 么 在 (a，6) 的 每 个 点 工 ，FCZz 十 ) 
与 fCz 一 ) 都 存在 ， 更 确切 些 ， 


supf (2) = Fr 一) 委 7z) f(rt+)= inf f (7) (25) 
ere et 
此 外 ， 如 果 a 二 二 yb， 那么 
f(r+) < f(y—) (26) 


关于 单调 递减 的 函数 ， 显 然 有 类 似 的 结果 

证 根据 假设 ， 帮 9 在 <:*<z 上 的 值 的 集 ， 以 数 f(z) 为 上 界 ， 因 此 有 最 
小 上 界 ， 把 它 记 作 A. 显然 A<f(z)， 我们 需 证 A= f(z 一 ). 

设 有 e>0. 从 A 的 定义 ( 它 是 最 小 上 界 )， 必 然 存在 着 650， 使 得 当 a<z 一 
6<z, 有 


A-e<f(z-H) <A. (27) 
由 于 /是 单调 的 ， 所 以 有 
f(DdEfNEA (red<t<z). (28) 


把 (27) 式 和 (28) 式 结合 起 来 ， 我 们 就 能 看 到 
1/(W—Al<e (rd<it< an). 


所 以 f(z 一 )=A. 
用 完全 相同 的 方法 可 以 证 明 (25) 式 的 后 一 半 . 
其 次 ， 如 果 a<z<y<0， 从 (25) 式 就 知道 


二 inf f(2) 一 inf f(D. (29) 
这 后 一 步 相 等 是 把 (25) 应 用 到 (a，y) (以 代替 (a，5)) 得 出 来 的 。 类 似 地 ， 
f(y ) = supf(D) = supf. (30) 
比较 (29) 和 (30) 两 式 ， 就 得 出 (26) 来 了 . 
推论 单调 函数 没有 第 二 类 间断 - 


这 推论 蕴含 着 如 下 理论 ， 即 是 单调 函数 至 多 在 一 个 可 数 点 集 上 间断 - 习题 
17 里 有 一 个 一 般 的 定理 ， 也 列 出 了 证 明 要 点 .这 里 我 们 讲 一 个 适用 于 单调 函数 
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的 简单 证 明 ， 而 不 必 引 用 这 个 一 般 定理 . 

4.30 定理 设 卫 在 (ao，b) 上 单调 ， 那 么 (a，b) 中 使 二 间断 的 点 的 集 至 多 是 
可 数 的 。 

证 为 了 确定 起 见 ， 假 定 是 递增 的 ， 并 设 E 是 使 f 间断 的 点 的 集 . 

对 于 下 的 每 个 点 ， 我 们 都 联系 上 一 个 满足 


f(z) 一 r(Cr) < frt) 


的 有 理 数 r(x). 

由 于 工 达 zx; 时 有 f(zi 十 ) 达 f(xs 一 )， 所 以 工 关 XT2 时 r(Czi) 天 r(zz). 

这 样 就 在 集 巨 与 有 理 数 集 的 一 个 子 集 之 间 建 立 了 1-1 对 应 ， 我 们 知道 ， 后 者 
是 可 数 的 . 

4.31 评注 应 该 注意 到 一 个 单调 函数 的 间断 点 不 一 定 是 孤立 点 ， 事 实 上 ， 
给 定 (a, 5) 的 任 一 可 数 子 集 已 ， 甚 至 它 可 以 是 稠密 的 ， 我 们 总 能 造 一 个 函数 f， 
在 (ae， 思 上 单调 ， 在 巨 的 每 一 点 间断 ， 并 且 没 有 (ae， 妃 的 其 他 点 使 f 间断 . 

为 了 证 明 这 一 点 ， 设 巨 的 点 排 成 一 个 序列 {z,}，z 一 1，2，3，… 设 {c"} 是 
一 个 正 数 序列 ，Ycv 收敛 ， 定 义 


jz) = De, (a<zr<h) (31) 


这 个 求 和 的 方法 ， 照 下 边 这 样 来 理解 :对 那些 使 ,<z 的 指标 n 求 和 如 果 
没有 点 z 在 的 左边 ， 那 么 ， 这 个 和 里 没有 东西 ， 按 通常 的 约定 ， 定 义 它 为 0. 
由 于 (31) 绝 对 收敛 ， 各 项 排列 的 顺序 无 关 紧 要 . 

下 列 了 的 性 质 的 证 明 留 给 读者 : 

(a)/ 在 (a, 5) 上 单调 递增 ; 

(b)f 在 E 的 每 个 点 问 断 ; 事实 上 ， 


(zs 十 ) — f(x, —) = co 


(c) 了 在 (o, 所 的 其 他 每 个 点 连续 . 

其 次 ， 不 难看 出 在 (a，5) 的 所 有 点 上 f(x 一) 二 f(z)， 如 果 一 个 函数 了 满足 
这 个 条 件 ， 我 们 就 说 / 左 连续 .如 果 在 (31) 中 是 遍 取 一 切 使 x. 的 指标 来 求 和 
的 ， 就 在 (a，5) 的 每 一 点 f(z 十 ) 三 f(z)， 就 是 右 连 续 的 . 

这 一 类 函数 还 可 以 用 其 他 的 方法 来 定义 ， 作 为 一 例 请 参看 定理 6. 16. 


无 限 极限 与 在 无 穷 远 点 的 极限 


为 了 使 我 们 能 在 广义 实数 系 中 作 运算 ， 我 们 用 邻 域 的 说 法 把 定义 4. 1 重 述 一 
遍 ， 借 以 扩大 它 的 范围 . 

对 于 任 一 实数 z， 我 们 已 经 定义 了 zz 的 邻 域 就 是 任 一 开 区 间 (z 一 5，z 十 9) 

4.32 定义 ”对 于 任 一 实数 c， 合 于 z>c 的 实数 的 集 叫做 十 co 的 一 个 邻 
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域 ， 记 作 (c， 十 cp)， 类似 地 ， 集 (一 cp，<c) 是 一 o 的 一 个 邻 域 . 

4.33 定义 设 了 是 定义 在 下 上 的 实 函 数 ，A4 与 x 在 广义 实数 系 中 如果 
对 于 A 的 每 个 邻 域 U 存在 着 工 的 一 个 邻 域 V， 使 得 V 站 已 不 空 ， 并 且 对 一 切 
tEVNE,t 关 xz， 有 f(t) EU. 我 们 说 


当 t 一 fz 时 f(D 一 A 


稍 一 考虑 即 可 看 出 ， 当 A 和 xz 是 实数 时 ， 这 与 定义 4. 1 是 一 致 的 . 

同 定理 4. 4 类似 的 定理 仍然 成 立 ， 它 的 证 明 并 没有 什么 新 的 东西 ， 为 了 完备 
起 见 ， 我 们 把 它 令 述 出 来 . 

4.34 定理 设 f 与 g 定义 在 E 上 ,假定 当 :*z 时 

ti) = A,g(t)— B; 

那么 

(a)f(D>A' 则 有 A'=A， 

(b)(CF+g)CO 一 A 十 B， 

(ec)Cfg)(DO 一 AB， 

(df/g) (>A/B 
只 要 (b)，(c)，(d) 的 右 端 有 定义 . 

注意 co 一 co，0.co，co/co，A/0 是 没有 定义 的 . (参看 定义 1. 23. ) 


习题 
1. 设 了 是 定义 在 R: 上 的 实 函 数 ， 它 对 于 每 个 ER'， 满 足 
lim[ f(z+h) — f(z— h)]=0 


这 是 不 是 意味 着 了 连续 呢 ? 
2. 如果 了 是 把 度量 空间 X 映 入 度量 空间 Y 内 的 连续 映射 .证明 对 一 切 
集 ECX， 


f(E) C fF(E), 


(E 是 E 的 闭 包 )， 举例 说 明 f(E) 能 够 是 fCE) 的 真子 集 . 

3. 设 f 是 度量 空间 XX 上 的 连续 实 函数 ， 令 Z(/)(f 的 零点 集 ) 是 使 f(p) 二 0 
的 一 切 PE X 所 成 的 集 ， 证明 Z( 万 是 闭 集 . 

4. 设 f 与 g 是 把 度量 空间 X 映 入 度量 空间 Y 内 的 连续 映射 ,EF 是 X 的 稠密 
子 集 ， 证 明 /(E) 在 /(X) 中 是 稠密 的 .如 果 对 一 切 PEE，g(p) 二 f(p)， 证明 对 
一 切 PEX，g(p) 二 f(p).( 换 名 话说 ， 连 续 映 射 被 它 的 定义 域 的 一 个 稠密 子 集 
所 确定 ). 

5， 设 了 是 定义 在 闭 集 ECR: 上 的 连续 实 函 数 . 证明 存在 着 RV 上 的 连续 实 
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函数 5， 使 得 g(x) 二 f(z) 对 一 切 xEE 成 立 ，( 这 样 的 函数 g 叫做 /的 从 E 到 R! 
的 连续 开拓 . ) 证 明 如 果 去 掉 * 闭 " 字 ， 这 个 结论 就 可 能 不 成 立 ， 试 把 这 个 结论 扩充 
到 向 量 值 丽 数 上 去 ， 提 示 : 让 g 的 图 像 在 组 成 E 的 余 集 的 每 个 开 区 间 上 ， 是 直 
线段 (参看 第 2 章 习题 29)， 如 果 把 R' 换 成 任意 的 度量 空间 ， 这 个 结论 仍然 成 
立 ， 但 是 它 的 证 明 就 不 这 么 简单 了 

6， 如 果 /定义 在 EE 上， 那么 /的 图 像 就 是 点 (z，7(z)) 所 成 的 集 ， 其 中 
7E E. 特 别 地 如 果 已 是 实数 的 一 个 集 ， 并 且 了 还 是 实 值 的 ， 那 么 了 的 图 像 便 是 平 
面 的 一 个 子 集 : 

设 下 是 紧 的 ， 证 明 ; /在 E 上 连续 当 且 仅 当 它 的 图 像 是 紧 的 . 

7 如 果 ECX， 上 且 了 是 定义 在 X 上 的 函数 ， 那 么 了 在 已 上 的 约 来， 指 的 是 这 
样 一 个 函数 g， 它 的 定义 域 是 E， 并 且 对 于 PE 已 ，&( 和 六 一 /Cj)， 在 Re 上 定义 /与 
g: f(0, 0)=g(0, 0)==0; 而 当 (z，y) 疾 (0, 0) 时 ,f(z， =Iy /z+y), 
gC, =zy (z+ 六 ). 证 明 f 在 R* 上 有 界 ， 8 在 (0，0) 的 每 个 邻 域 中 无 界 ， 
并 且 /在 (0，0) 不 连续 , 但 是 /与 8 在 R* 中 每 一 直线 上 的 约束 却 都 是 连续 的 - 

8， 设 了 是 R' 中 有 界 集 下 上 的 一 致 连续 实 函数 ， 证 明 /在 E 上 有 界 . 

如 果 把 已 的 有 界 性 从 假设 中 去 掉 ， 证 明 这 个 结论 不 成 立 . 

9 证明， 一 致 连续 的 定义 中 的 要 求 ， 可 以 用 集 的 直径 的 说 法 改 述 如 下 ， 对 
于 每 个 e>0， 存 在 着 9>0， 对 于 一 切 diamE<6 的 ECX 来 说 ,diamf(E)<e. 

,10， 把 下 列 对 定理 4.19 所 作 的 另 一 种 证 明 ， 详 细 地 补充 起 来 : 如 果 了 不一致 
连续 ， 那 么 对 于 其 个 e>0， 有 X 里 的 两 个 序列 {p.)，{g,1， 昌 然 dx (ps， 9) 一 0， 
但 是 dr(f(p,)，f/(4,))>e， 用 定理 2. 37 去 找 矛 盾 . 

11. 设 了 是 把 度量 空间 X 映 人 度量 空间 Y 内 的 一 致 连续 肌 射 ， 证 明 如 果 
1z,) 是 中 的 柯 西 序列 ， 那 么 (Cz.)} 就 是 Y 中 的 柯 西 序列 利用 这 个 结果 ， 对 
习题 13 中 所 说 的 定理 ， 作 另 一 种 证 明 . 

12， 一 致 连续 函数 的 一 致 连续 函数 是 一 致 连续 函数 . 

把 这 句 话 更 精确 地 全 述 出 来 ， 并 证 明 它 . 

13. 设 已 是 度量 空间 X 的 稠密 子 集 ， 再 设 是 在 EE 上 定义 的 一 至 连续 的 实 
函数 ， 证 明 /有 一 个 从 下 到 X 的 连续 开拓 (名 词 见习 题 5)( 惟 一 性 是 习题 4 的 直 
接 结果 )， 

提示 :对 于 每 个 PEX 和 每 个 正 束 数 n， 把 满足 4(p，4) < 的 一 切 4 EE 的 


集 记 为 V.(p)， 用 习题 9 证 明 f(Vi(p))，f(V:(p))，… 各 集 的 闭 包 的 交 只 有 一 
个 点 ， 比 如 说 是 R' 中 的 g(p). 证 明 ， 如 此 定义 的 函数 g， 就 是 所 求 的 /的 
开拓 . 

能 把 值 域 空间 R' 换 成 R* 吗 ? 换 成 任何 紧 度量 空间 行 吗 ? 换 成 任何 完备 度量 
空间 ， 或 换 成 任何 度量 空间 行 不 行 ? 

14. 令 1 二 [0，1] 是 单位 闭 区 间 . 设 了 是 把 工 映 入 工 内 的 连续 映射 ， 证 明 至 
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少 有 一 个 xET， 满 足 F(z) 一 工 

15. 设 了 是 把 X 映 Y 内 的 映射 ， 如 果 它 把 X 中 的 每 个 开 集 V 映 成 了 中 的 开 
集 f(V)， 就 说 f 是 开 映 射 - 

证 明 ， 把 R' 映 入 R' 内 的 每 个 连续 开 映射 是 单调 的 . 

16. 令 [z] 表 示 不 超过 z 的 最 大 整数 ， 邮 [x] 是 满足 一 1<[z]<z 的 整数 . 
又 设 (z)=z 一 [zj] 表示 zx 的 小 数 部 分 。 函数 [zx] 与 (+) 各 有 什么 样 的 间断 ? 

17. 设 /是 定义 在 (a,，5) 上 的 实 函 数 。 证明 使 f 发 生 简单 间断 的 点 所 成 的 集 
是 至 多 可 数 的 . 提示: 设 巨 是 使 /x 一 ) 三 f(z 十 ) 的 点 所 成 的 集 ， 把 的 每 个 
点 zx， 联系 上 有 理 数 的 一 个 三 元 组 (Pp，9，")，p，9q，7 要 满足 

(f(zr—)<p<f (rt), 

(b)ae 一 q 一 上 一 蕴含 f(D)<p， 

(c)z<t<r<0 草 含 丰 0) 二 加 
一 切 这 样 的 三 元 组 构成 可 数 集 ， 证 明 每 个 三 元 组 至 多 与 的 一 个 点 相 联 系 。 对 其 
他 可 能 类 型 的 简单 间断 点 ， 可 类 似 地 处 理 . 

18， 每 个 有 理 数 z 能 写成 x 二 m/n 的 形式 ; 其 中 mw>0， 并 且 m，n 是 没有 公 
因数 的 整数 ， 当 z 一 0 时 ， 我 们 取 n 二 1， 考 虚 在 R' 上 ， 由 


0 。( 当 并 是 无 理 数 ) 
19- 全 (Gz =m 


定义 的 函数 六 证明 f 在 每 个 无 理 点 连续 ， 并 且 在 每 个 有 理 点 ，f 有 一 个 简单 
间断 

19. 设 是 定义 在 R': 上 的 实 函数 ， 并 且 具 有 中 间 值 性 质 ， 也 即 是 : 如 果 
FoO<c< (GD ,那么 ， 在 a， b 之 间 有 一 个 ,使 f(x)=c. 

再 假定 ， 当 7 是 有 理 数 时 ， 由 满足 (x) 二 7 的 一 切 zx 组 成 闭 集 . 

证 明 f 是 连续 函数 . 

提示 : 如 果 z, 一 xo， 但 有 某 个 r， 它 对 于 一 切 总 是 (zs)>r>f(zo)， 屠 
么 zz, 与 xo 之 间 一 定 有 个 1，f(t,) 二 r. 于 是 1 一 zo。。 找 出 蔬 盾 . (美国 数学 月 乔 
1966 年 卷 73， 第 782 页 。N.J. Fine. ) 

20. 如 果 下 是 度量 空间 X 的 非 空子 集 ， 定义 了 EX 到 的 距离 为 


ps(7) = infd (z,2). 


(a) 证 明 pe《(z) 二 0 当 且 仅 当 EE 
(b) 对 一 切 xEX，y€E X， 证明 
|ps Cz) —pe(y) | dr,y) 


然后 借 此 证 明 ps 是 X 上 的 一 致 连续 函数 . 
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提示 : pe(7T)<d(x，z)<d(r, yy) 十 d(y，z)， 因 之 
pr(z) < d(x1y) + psy). 


21. 设 K 与 F 是 度量 空间 X 中 的 不 相交 的 集 ，K 是 紧 的 ，F 是 闭 的 证明 
PEK, gEF 下 时 ， 必 有 65>0 合 于 d(p，9g)6. 提示 ; pr 是 天 上 的 连续 正 值 
函数 . 

再 证 ， 如 果 这 两 个 不 相交 的 集 都 是 团 集 ， 但 都 不 是 紧 集 ， 那 么 结论 可 能 不 
成 立 . 

22. 设 A 与 B 是 度量 空间 X 中 的 不 相交 非 空 闭 集 ， 并 且 定义 


四 
rink 
HP TD) Fo) PEX). 


证 明 /是 X 上 的 连续 函数 ， 它 的 值 域 属于 [0，1], 在 A 上 f(p)==0, 而 在 B 上 
f/(p) 二 1， 这 就 建立 了 习题 3 的 一 个 逆 命 题 ， 每 个 闭 集 ACX 必 为 X 上 某 个 实 函 
数 了 的 Z( 记 . 

污 


v= (二) w= 让 (() 


证 明 V 与 W 都 是 开 的 , 而且 不 相交 .再 证 ACV，BCW. (这 样 ， 在 度量 空间 
中 ， 一 对 不 相交 的 闭 集 ， 能 用 一 对 不 相交 的 开 集 覆盖 .上 度 基 空 间 的 这 个 性 质 称 为 
正规 性 )。 
23, 定义 在 (a, 5) 上 的 实 值 函 数 叫做 囊 的 如果 当 a<z<6， 
a<y<b,0<4<1 时 ， 
JWQz 二 (1 一 D)y) SA) + Vf. 


证 明 每 个 凸 函数 是 连续 函数 ， 再 证 凸 函数 的 递增 凸 函数 是 凸 函数 . (例如 ， 如 果 
了 是 凸 函 数 ， 那 么 e/ 也 是 凸 函数 . ) 
如 果 是 (a，65) 上 的 凸 函 数 ， 并 且 4 二 s<t<wu<b， 证 明 
LO 一 FoD -oO 一 GD) YL hiO) 
I 


人 


24， 设 了 是 定义 在 (a，6b) 上 的 连续 实 值 函 数 ， 并 且 对 于 一 切 x，y€ 《a,b) 
cy fy) 
(te 
证 明 了 是 凸 函 数 . 


25， 如 果 ACR: 及 BCR:， 定 义 A 十 B 为 由 一 切 的 和 x 十 了 组 成 的 集 ， 这 里 
xEA, y€EB. 
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(a) 如 果 民 是 R* 里 的 紧 子 集 ,而 C 是 R* 里 的 闭 子 集 ， 证 明 K 十 C 是 闭 集 . 

提示 : 取 z&K+C， 令 =z 一 C 为 由 一 切 z 一 y 组 成 的 集 ， 这 里 YEC， 那 么 
K 与 下 不 相交 像 习 题 21 那样 选 一 个 5， 证 明 以 < 为 球 心 ， 以 3 为 半径 的 球 与 
K 十 C 不 相交 

(b) 设 a 是 个 无 理 数 ，C, 为 一 切 正 整数 构成 的 集 ，C: 是 一 切 na 构成 的 集 ， 
mnE Ci 证明 C, 与 C, 是 R' 的 闭 子 集 ， 但 它们 的 和 Ci 十 C: 不 团 ; 这 后 一 点 由 证 明 
Ci 二 C, 是 R' 的 可 数 稠 子 集 推 得 - 

26. 设 X，Y，Z 是 度量 空间 , Y 紧 . 设 / 把 X 映 入 Y 内 , g 是 Y 到 Z 内 的 
一 一 连续 映射 ， 并 且 对 于 zEX， 令 hz) 一 ECFCz)). 

证 明 : 如 果 一 致 连续 ， 那 么 ， 三 就 一 致 连续 . 

提示 : g5-! 的 定义 域 gCY) 紧 ， 而 f(z)=g (h(x)). 

再 证 ， 如 果 连续， 三 就 连续 . 

(把 例 4. 21 修改 一 下 ， 或 者 举 个 其 他 的 例子 ) 证 明 Y 是 紧 的 这 个 假定 不 能 省 
略 ， 即 使 X 和 2 都 是 紧 的 也 是 这 样 . 
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本 章 除 最 后 一 节 外 ， 我 们 集中 注意 于 定义 在 闭 区 间或 开 区 间 上 的 实 函数 ， 这 
不 是 为 了 方便 ， 而 是 因为 当 我 们 从 实 函数 转 到 向 量 值 函数 的 时 候 ， 本 质 的 差别 就 
出 现 了 ， 定 义 在 R' 上 的 函数 的 微分 法 ， 以 后 在 第 9 章 讨论 . 


实 函 数 的 导数 


5.1 定义 设 f 是 定义 在 La，65] 上 的 实 值 函 数 ， 对 于 任意 的 zE[a, 6b]， 
作 ( 差 ) 商 


80D = LDL (icht#n, GD) 


然后 定义 
f (7) = limp(0)， (2) 


但 是 这 里 要 假定 等 式 右 端 ( 按 定义 4. 1) 的 极限 存在 . 

于 是 联系 着 函数 /有 一 个 函数 /"， 它 的 定义 域 是 [a，5] 中 所 有 使 极限 (2) 存 
在 的 点 的 集 ， 斑 叫做 扩 的 导 ( 务 ) 数 . 

如 果 了 在 点 有 定义 , 便 说 /在 点 可 抽 ( 或 可 导 )， 如 果 玉 在 集 EC[a, 站 的 
每 -- 点 有 定义 ,， 便 说 在 E 上 可 微 . 

可 以 在 (2) 内 考虑 左 极限 或 右 极限 ， 这 就 引出 了 左 导数 和 右 导 数 的 定义 ， 特 
别 是 在 端点 a, $ 上 ， 导 数 ( 如 果 存 在 的 话 ) 分 别 是 右 导数 和 左 导数 ， 但 是 我 们 对 
单 侧 导 数 不 作 详细 讨论 

如 果 /定义 在 开 区 间 (a，5) 内 ， 且 车 <<z<5， 这 时 和 前 边 一 样 ， 广 (z) 还 
是 由 (1)，(2) 来 定义 ， 但 是 这 时 (4a) 和/'(b) 就 没有 定义 了 

5.2 定理 设 f 定 义 在 [a, 8] 上 . 如 果 f 在 点 +E[a, 可 微 ,那么 在 
点 连续 . 

证 由 定理 4.4， 当 tz 时 ， 有 


f(D — f(z) = {2/2. (一 z) f(z).0=0 


证 毕 . 

定理 的 逆 命 题 不 成 立 ， 在 某 些 孤立 点 不 可 微 的 连续 函数 是 不 难 制造 的 在 第 
7 章 ， 甚 至 我 们 还 将 得 到 一 个 在 整个 直线 上 连续 但 处 处 不 可 微 的 函数 . 

5.3 定理 设 f 和 g 定义 在 [a, 6] 上， 并 且 都 在 点 TE[a， 6b] 可 微 ， 那 么 
/十 g，fg，f/g 便 也 在 点 可 微 ， 而 且 : 

(f+8) =f (7) +g rT); 
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(bfe) (=f (nD grt+f ng (rz); 


Ce (£m. 


对 于 (c)， 自 然 要 假定 g&Cz) 天 0. 
证 由 定理 4.4，(a) 显 然 成 立 . 
令 h=Jg， 那 么 


h(D)—h(z) = CO[E(CO — g (7 +e DAD — fz)]. 


两 端 除 以 :+ 一 z， 再 注意 当 (~ 工时 了 (一 (z)( 定 理 5.2)，(b) 就 被 证 明了 . 
青 令 h=J/g， 那 么 


AD—hzx)_ 1 f(D— fz) 
Pe rorell bt 


0)— 
-f(z) 2 二 4 
令 1>r， 并 且 应 用 定理 4.4 及 定理 5. 2， 便 可 以 得 到 (c)， 

5.4 例 显然 任何 常数 的 导数 是 零 ， 如 果 /定义 为 Kz) 一 zx， 那么 三 (z) 一 1. 
重复 运用 (b) 和 (c)， 便 可 以 证 明 x" 是 可 微 的 ， 导 函数 为 wz” '， 这 里 的 ”是 任何 
整数 . (如果 n<0， 必 须 限于 z 关 0)， 于 是 每 个 多 项 式 是 可 微 的 ， 因 而 每 个 有 理 
函数 除 掉 在 那些 使 分 母 为 零 的 点 以 外 也 是 可 微 的 

下 一 定理 ， 通 常 称 为 微分 法 的 “ 链 规则 ”， 用 来 求 复合 函数 导数 ， 它 可 能 是 求 
导数 的 最 重要 的 定理 ， 在 第 9 章 还 会 看 到 它 的 更 普遍 的 说 法 

5.5 定理 设 / 在 [a, 5b] 上 连续 ，f'(Z) 在 某 点 TE[a，6b] 存 在 ，8 定义 在 
一 个 包含 太 的 值 城 的 区 间 1 上， 又 在 点 f( 工 ) 可 微 .如 果 


h(t) =g(f(1)), (a<t<b) 
那么 户 在 工 点 可 微 ， 并 且 
h'(z) = g (f(D Fz). (3) 
证 设 y=f(z)， 从 导数 定义 ,知道 
ff)— fz) = — DF Cz) + ut)], (4) 


gS) —g(y) =(s— WLg (y) + os)], (5) 


这 里 1€[a, 如，sET， 并 且 当 t 一 工时 ，x(D 一 0， 当 sy 时 v() 一 0. 现在 令 
5 一 (2), 先 用 (5)， 然 后 用 (4) 便 可 以 得 到 


h(t) —h(r) 一 ECFGD)) 一 &CFCz)) 
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=[f() — f(D)] Lge'(y) +ws)] 
=( 一 z [f(z) +u)]: Lg’(y) + vs)] 
设 : 关 z， 
AGOD 一 ACz) _ 
一 也 


由 于 f 的 连续 性 ,知道 当 :>z 时 ，s 一 y， 于 是 (6) 式 右 端 趋 于 8 (7) 广 (z)， 
这 就 得 到 了 (3) 式 . 

5.6 例 

(a) 设 /定义 为 


[g'(y) 二 uC)]。 [FPCz) + u(t)]. (6) 


:过 
1 (zz0), 
f(z) = i 人 (7) 
0 ca=o. 


先 承 认 sinz 的 导数 是 cosz( 我 们 在 第 8 章 里 讨论 三 角 函 数 )， 当 z 天 0 时 我 们 
可 以 运用 定理 5. 3 及 定理 5. 5， 得 到 
ez = sn 二 一 二 cos 二 (rz#0. (8) 
在 zx=0， 由 于 1/z 无 定义 ， 便 不 能 用 这 两 个 定理 了 ， 现 在 直接 按 导数 定义 来 计 
算 . 对 于 it 隆 0 
CD 一 Fo) -in 工 
0 到 


让 


当 1->0 时 ， 这 不 能 趋 于 任何 极限 ， 所 以 广 (0) 不 存在 . 


(b) 设 了 定义 为 
2 9 

ne 0 
Re 信 去 (#0) 

0 (r=0) 

像 刚才 一 样 ， 可 以 求 得 
f(z) = 2zsin 工 二 cos 上 (z¥0) (10) 
z 


在 zx 一 0， 按 导数 定义 计算 ， 得 到 


{2-10|- 
i—0 


ssin 4 |< | a0) 


令 :一 0， 就 知道 
f(0)=0 (11) 
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所 以 在 所 有 点 z 可 微 ,但 是 广 不 是 连续 函数 ， 这 因为 (10) 式 右 端 第 二 项 
cos 二 ， 当 0 时 不 趋 于 任何 极限 . 


中 值 定理 


5.7 定义 设 了 是 定义 在 度量 空间 X 上 的 实 值 函 数 ， 称 f 在 点 PEX 取得 
局 部 极 大 值 ， 如 果 存在 着 8>>0， 当 d(p，g)<8 而 且 g€EX 时 有 f(q) 志 fp). 

局 部 极 小 值 可 以 类 似 定义 . 

下 面 的 定理 是 导数 的 许多 应 用 的 基础 . 

5.8 定理 设 / 定 义 在 [a, 6] 上 ; rE[a, 5]， 如 果 f 在 x 点 取得 局 部 极 大 
值 而 且 f(z) 存 在， 那么 ，f'(zx) 二 0. 

对 于 局 部 极 小 值 的 类 似 的 命题 ， 自 然 也 是 对 的 . 

证 按照 定义 5.7 选取 6， 那 么 

a<z-d<r<rtd<b 
若是 x 一 6<t 二 +， 就 应 该 


f(D)— f(D) >0 


te— 
令 t>z， 便 知道 f(z) 之 0. 
若是 z 达 :二 z+8， 就 应 该 


Fi) 一 FCz) 二 0， 


有 


这 又 将 表示 f(x) 和 0, 所 以 f(z) 二 0. 
5.9 定理 设 / 是 [a, b] 上 的 连续 实 函 数 ， 它 们 在 (a,，5) 中 可 微 ， 那 么 便 
有 一 点 TE (a，b)， 使 得 


[f(D — Fa)]g'(z) = [gCb) — g(a))f (x). 


注意 : 并 不 要 求 在 区 间 端 点 上 可 微 . 
证 令 


h(t) = [bo) — fla) Je — [gb — ef, aSteb. 
那么 h 在 [a， 幻 上 连续 ,在 (a,， 纺 内 可 微 ， 而 且 
h(a) = f(b) g(a) — fla)g(b) = h(b). (12) 


要 证 本 定理 ， 就 得 证 明 在 某 点 ZE (a，5)，h'(z) 二 0. 
如 果 六 是 常数 ， 那 么 不 论 在 哪 一 点 xE (a， 5)， 都 有 所 (z) 二 0。 如 果 有 某 个 
tE (a, 使 得 h(t) 之 h(a)， 设 工 是 使 h 达到 最 大 值 的 点 (定理 4 16)， 从 (12) 来 
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看 ,，xE (a， 5b)， 于 是 定理 5.8 说 明 姑 (z) 一 0.， 如果 有 某 个 IE (a,5) 使 得 h(t) 过 
h(a)， 只 要 把 在 [a,，5] 内 的 那个 选 得 使 h 达到 它 的 最 小 值 ， 上 述 论 证 仍然 
有 效 . 

这 个 定理 常常 叫做 一 般 中 值 定理 ; 下 面 的 特殊 情形 就 是 通常 所 说 的 中 值 
定理 . 

5.10 定理 设 f 是 定义 在 [a 5 上 的 实 连 续 函 数 ， 在 (a, 内 可 微 ， 那 么 
一 定 有 一 点 ZE (a，b)， 使 得 

f(D)— fla) 一 (一 a) 广 (z). 


证 在 定理 5. 9 中 取 g&(Cz) 一 工 即 得 . 

5.11 定理 设 了 在 (a，b) 内 可 微 ， 

(a) 如 果 对 于 所 有 IE (a，b， 矿 (z) 过 0， 那 么 了 便 是 单调 递增 的 
(b) 如 果 对 于 所 有 IE l(a，5)，f (Zz) 二 0， 那 么 f 便 是 常数 . 

(c) 如 果 对 于 所 有 TE (a，6)， 太 (z) 久 0， 那么 了 了 便 是 单调 递减 的 . 
证 所 有 结论 都 可 以 从 下 列 等 式 获得 : 


fz) — f(z) = (x2 — Ir) (7), 
这 等 式 对 于 Ca， 中 的 任意 一 对 点 z ，z: 都 成 立 ， 而 工 是 工 与 之 间 的 菜 个 点 . 


导数 的 连续 性 


我 们 已 经 看 到 ( 例 5.6(b)) 一 个 函数 了 可 以 有 处 处 存在 、 但 在 某 些 点 间断 的 
导数 六 ， 可 是 ， 并 不 是 每 个 函数 必 是 个 导 函 数 ， 特 别 的 一 点 是 ， 在 一 个 闭 区 间 上 
处 处 存在 的 导 函 数 与 闭 区 间 上 的 连续 函数 之 间 ， 却 有 一 个 重要 的 共同 性 质 : 任何 
中 间 值 都 能 取 到 (比较 定理 4. 23)， 确 切 的 表述 是 

5.12 定理 设 太 是 La， 的 上 的 实 值 可 微 画 数 ， 再 设 六 (Ca)< A<< 矿 (0)， 那 
么 必 有 一 点 TECa，b) 使 /'(z) 二 A. 

对 于 (a) 了 (5b) 的 情形 ， 当 然 也 有 类 似 的 结果 . 

证 令 g(D)= FiD 一 Mt 于 是 g(a) 达 0， 从 而 有 某 个 Ela， 6b) 使 得 
(1) 过 g(a) ;同样 ，g(5)>0， 从 而 有 某 个 ECa， 65) 使 得 5(2)<5(0)， 因 此 ， 
据 定理 4.16，g 在 (a, 6b) 的 某 点 x 上 达到 它 在 [a， 5] 上 的 最 小 值 。 再 据 定理 
5.8，g (XT) 二 0， 因 而 了 (x)=. 

推论 和 如果/ 在 [a, 幻 上 可 微 ， 那么 在 [a, 6] 上 便 不 能 有 简单 间断 . 

但 是 六 很 可 能 有 第 二 类 间断 


L’ Hospital 法 则 


下 面 的 定理 在 求 极 限时 时 常用 到 - 
5.13 定理 ”假设 实 函数 /和 只 在 (ao， 亿 内 可 微 ， 而 且 对 于 所 有 TE (a，b)， 
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Bf(z) 天 0 这 里 一 co 和 oa<b 委 十 cc、 已 知 


当时 ,万 名 ~ A， (13) 

如 果 
当 z 一 a 时 ,f(z) 一 0,g(z) -> 0， a4) 

或 是 
当 工 一 a 时 ,8(Z) 一 十 o0， (15) 

那么 
当 开 二 时 , 帮 呈 一 人 (16) 


如 果 是 z-*6， 或 者 (15) 中 如 果 是 g(z) 一 一 c"， 各 种 类 似 的 叙述 自然 也 都 是 
正确 的 ， 注意， 我们 现在 是 按照 定义 4. 33 推广 了 的 意义 来 使 用 极限 概念 的 - 

证 先 考虑 一 co 入 A<< 十 co 的 情形 .选择 一 个 实数 9 使 A 一 9， 再 选 一 个 ~ 使 
A<=r<g， 由 (13) 知 道 有 一 点 cE la， 5b)， 使 得 当 a<z<c 有 


(x) 
17 
PS<r (17) 
如 果 ao<z<y<c， 那 么 定理 5. 9 说 明 有 一 点 :€ (z，y) 使 得 
Hz) 一 Fn) LD (18) 


gCz) 一 SC) gD) 
先 看 (14) 成 立 的 情形 .在 (18) 中 令 za， 便 看 到 


<r<s (a<y<o. (19) 


再 看 (15) 成 立 的 情形 ， 在 (18) 中 让 y 固定 ， 我 们 可 以 选 一 点 ce (a，?)， 使 
a<z<a 能 够 保证 g(z)>g(y) 及 &(y) 二 0， 将 (18) 两 端 乘 以 [g&(z) 一 5C?)]/8Cz)， 
便 得 到 


Ar 一 -一 80 十 大 2 (cz<e. (20) 
gz) gO) + gx) 


如 果 在 (20) 式 中 令 za，(15) 式 说 明 必 有 一 点 cE la，c1) 使 


{Dy (<r<o). (21) 
g(x) 


总 之 ，(19) 与 (21) 式 都 说 明 对 于 任意 的 9， 只 要 A<g, 便 有 一 点 ca， 使 得 
a<z<c 是 以 保证 f(x)/g(7)<g. 
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同 理 ,若是 一 oo 二 A< 十 co， 选择 p<A， 便 可 以 找到 一 点 c;， 使 得 


Ce (a<zr<a). (22) 


结合 起 这 两 方面 就 得 到 了 (16) 式 . 
高 阶 导 数 


5.14 定义 ”如 果 f 在 一 个 区 间 上 有 导 函 数 /'， 而 广 自身 又 是 可 微 的 ， 把 

/的 导 函 数 记 作 /"， 叫 做 了 的 二 阶 导数 ， 照 这 样 继续 下 去 就 得 到 
fff sf sf, 
这 许多 函数 ， 其 中 每 一 个 是 前 一 个 的 导 函 数 。f” 叫 做 的 nn 阶 导 丁 数 . 

为 了 要 Fo (z) 在 工 点 存在 ， 太 "2” (z) 必 须 在 工 点 的 某 个 邻 域 里 存在 ( 当 工 是 
定义 的 区 间 的 端点 时 ，/"，(z) 必 须 在 它 有 意义 的 那个 单 侧 邻 域 里 存在 )， 而 
且 /" "必须 在 z+ 点 可 微 ， 因 为 /" “必须 在 工 的 邻 域 里 存在 ， 那么 ，f"”” 又 必 
须 在 工 的 邻 域 里 可 微 . 


Taylor 定理 
5.15 定理 设 了 是 [ae， 执 上 的 实 函 数 ， 是 正 整数 ，f"" 在 [a， 5b] 上 连 
续 ，rm (0 对 每 个 LE (ao， 纪 存在 设 ，B 是 [a， 半 中 的 不 同 的 两 点 ， 再 规定 


加 
PW= 5 Fu, (23) 


t= 


那么 ， 在 a 与 8 之 间 一 定 存在 着 一 点 T， 使 得 


/8) = PW + pa) (24) 


当 n=1 时 ， 这 就 是 中 值 定 理 ， 一 般 地 说 ， 这 定理 说 明 了 能 被 一 个 "一 1 次 多 
项 式 通 近 ; 如 果 能 知道 | f”(z) | 的 上 界 ， (24) 还 可 以 使 我 们 估计 误差 . 
证 设 M 是 由 
f(8) = P(B) + M(B—a)" (25) 
决定 的 数 。 再 令 
gD) = f(D 一 PGD 一 MG 一 ao” (lati<b. (26) 
现在 需要 证 明 在 a 与 8 之 间 有 某 个 工 满足! M= Fo(z). 由 (23) 式 及 (26) 式 
知道 
go 一 fo 一 nlIM (a<t<h), (27) 
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因而 如 果 能 证 明 a 与 8 之 间 有 某 个 工 使 8”(z) 一 0， 证 明 就 完成 了 . 
因为 Po (a) 一 Fe (a) 对 于 k=0，…，n 一 1 成立， 所 以 
g(a) = g(a) = =g" (a)=0. (28) 
AM 的 选取 方法 说 明 g (8B) 一 0， 由 于 g(a) 二 g(p) 一 0, 在 xn 与 8 之 间 有 某 个 zi 
使 gz) 二 0( 用 中 值 定理 )， 由 于 g (a) 一 g (x1)=0， 在 a 与 x! 之 间 有 某 个 za 使 
g (zs) = 二 0， 如 此 推演 n 次 ,达到 的 结论 是 : 在 a 与 zx,-; 之 间 有 某 个 xz, 使 
gw(zo) 一 0，zo 在 a 与 +1 之 间 ， 必 然 也 在 a 与 8 之 间 . 


向 量 值 函数 的 微分 法 


5.16 评注 定义 5.1 可 以 毫 无 改变 地 用 到 定义 在 [a，5] 上 的 复 值 函 数 上 ， 
定理 5. 2 及 定理 5. 3 连同 它们 的 证 明 依然 有 效 . 如 果 fi 和 f: 分 别 是 了 的 实 部 和 
虚 部 。 即 如 果 

f(D = f(D +ifalt) 
(a 志 t 志 5b)，f1(t)，f:() 是 实 的， 那么 显然 有 
f(z) = f(z) +ifi(z). (29) 


并 且 /在 x 点 可 微 当 且 仅 当 f;，f: 都 在 点 可 微 . 

转 到 一 般 向 量 值 函数 ， 就 是 转 到 把 [a，6] 映 入 R* 内 的 映射 + 时， 仍然 可 以 
用 定义 5. 1 来 定义 人 (zx) 现在 (1) 中 的 pg(1) 对 于 每 个 + 是 R* 中 的 一 点 ,(2) 中 的 
极限 是 对 于 R* 的 范 数 来 取 的 。 换 句 话 说 ,人 f(z) 是 R* 中 的 一 点 (如 果 存 在 的 话 )， 
它 满足 


lim = rn = 0， (30) 


i 
了 仍然 是 在 R* 中 取 值 的 函数 
如 果 /1，…，f; 是 f 的 分 量 ， 就 是 定理 4. 10 中 所 定义 的 分 量 ， 那 么 


f = (f4.",f), (31) 
而 且 f 在 xz 点 可 微 当 且 仅 当 f;，…，f 都 在 z 点 可 微 . 
定理 5. 2 在 本 节 内 照样 成 立 ， 定 理 5. 3(a) 、(b) 也 成 立 ， 只 是 要 把 促 换 作 内 


积 f，g( 定 义 4.3). 

但 是 对 于 中 值 定理 以 及 它 的 一 个 推论 一 一 L' Hospital 法 则 ， 情 况 却 发 生 了 变 
化 ， 下面 两 个 例子 说 明 它们 对 于 向 量 值 函 数 不 再 有 效 . 

5.17 例 对 于 实数 ,定义 


f(x) = er = cosz + isinz. (32) 


(上 式 可 以 作为 复 指数 早 的 定义 ， 在 第 8 章 还 要 充分 讨论 这 些 函数 )， 这 时 


(2m 一 Fo0) =1 一 1= 0， 
但 是 
f(z) = ie”, 
所 以 对 于 一 切实 数 zx，| f(z) | 一 1. 
于 是 定理 5. 10 在 这 种 情形 下 不 再 成 立 . 
5.18 例 在 区 间 (0，1) 内 ， 定 义 f(x) 二 z+ 及 


Wa 


BE(z) = I+ re 
因为 对 于 一 切实 数 : 都 有 | e" | 一 1， 这 就 不 难看 到 


img -1 
其 次 ， 
&ikz) =1+(2-2)e” <z<D， 
所 以 
1 2i 
1gco 1> |2-2|-1>2-1 
因此 
(wD|__1 
| -TEaT< 
于 是 
x) _ 
lay 0 


(35) 


(36) 


(37) 


(38) 


(39) 


(40) 


(36) 与 (40) 式 说 明 ，L’”Hospital 法 则 在 这 种 情形 上 失效 了 .还 要 注意 ， 从 (38) 来 


看 ， 在 (0，1) 上 & (z) 夫 0. 


然而 ， 中 值 定理 有 一 个 推论 对 于 向 量 值 函 数 来 说 仍然 适用 ， 如 果 说 用 场 的 


话 ， 这 个 推论 差不多 和 中 值 定理 一 样 ， 由 定理 5. 10 可 以 直接 推出 : 


1 Go) 一 Fo) | 入 @ 一 a) sup, | f(z) |. 


(41) 


5.19 定理 设 f 是 把 [a, 5] 映 人 R* 内 的 连续 映射 并 且 了 在 (a,，b) 内 可 


微 ， 那么 ， 必 有 zE (a，5)， 使 得 
18(D) 一 fa) I< BG—a) fr). 


证 9 设 z=f(5) 一 f(a)， 且 定义 


日 V.P. Havin 将 本 书 第 二 版 译 成 了 俄 文 ， 并 在 原 证 明 下 边 加 了 这 个 证 明 . 
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9(D) 一 zf (ae 过 :入 站. 


于 是 9 是 [ae， 纪 上 的 实 值 连续 函数 ， 并 在 (ae， 妃 内 可 微 ， 所 以 由 中 值 定 理 ， 必 有 
某 个 zxE(a，0) 使 得 


gb) gla) 一 (- ayg'(Cz) 一 (一 a)z。PCz). 
另 一 方面 ， 
GO) 一 p(a) 一 zf(O) 一 z fa) 一 zz 一 | xz. 
用 Schwarz 不 等 式 得 到 
1z| 一 (一 a) lft | 入 (一 o) |z118(Cz) |. 
因此 ，| zx | 三 (4 一 a) |Y(z) | . 证 毕 . 
习题 
1， 设 了 对 于 所 有 实数 有 定义 ， 并 且 假 定 对 于 一 切实 数 工 及 ? 
| Foz) 一 F(y)| 芝 (zr— 


证 明 / 是 常数 . 
2， 设 在 (a,， 5b) 内 广 (z)>>0， 试 证 了 在 (Ca，0) 内 严格 递增 . 
又 令 8 是 了 的 反 函 数 ， 试 证 g 可 微 ， 并 且 


gr(CF(z)) 一 天 (a<z<h). 


3, 设 g 是 R! 上 的 实 函数 ， 并 且 它 的 导数 有 界 (比如 说 | g”| 三 M)， 固 定 了 
e>0， 再 定义 f(x) 二 x 十 eg (zx). 试 证 ， 当 。 足够 小 的 时 候 ，f 就 是 1-1 的 . 
(e 所 可 能 取 的 值 的 集 ， 是 能 够 确定 出 来 的 ， 它 只 与 M 有 关 . ) 

4. 若 Cu，…，C, 都 是 实 常数 ， 而 


试 证 方程 
Ci+Cr+… 十 Cizr 二 Cr =0 


在 (0，1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 

5. 设 f 对 一 切 z>>0 有 定义 并 且 可 微 ， 当 z 一 十 co 时 ， 厂 (z) 一 0 令 
g(z) 二 (zx 十 1) 一 f(z). 试 证 z 一 十 oo 时 g(x) 一 0. 

6. 设 

(a)f 对 于 工 之 0 连续 ， 

(b)/ (zx) 对 于 >>0 存在 ， 
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(0)f(0) =0, 
(d) 太 单调 递增 . 
令 
gD ={D (>o), 
工 
试 证 g 是 单调 递增 的 . 
7. 设 (xz)，g'(z) 都 存在 ,，g (zx) 去 0,， f(x)==g(z)==0. 
试 证 
CD f(z) 
lm ™ gl) 
(这 对 于 复 值 函数 也 适用 ). 


8. 设 了 在 [a， 5b] 上 连续 ,0， a 万 + 人 6， a 人 :<b， 试 证 存在 着 一 个 这 样 

的 8: 只 要 0< | 1 一 x 1<3, 就 有 
ADL9 pon|<e 

(这 可 以 说 成 是 ， 如 果 三 在 Le， 势 上 连续 ， 那 么 了 便 在 [a， 扫 上 一 致 可 微 )， 这 对 
于 向 二 值 函数 也 成 立 吗 ? 

9. 设 了 是 R: 上 的 连续 实 函数 ， 对 于 一 切 zx 天 0， 矿 (z) 存 在 ， 并 且 当 + 一 0 
时 (zx) 一 3. 间 : /(0) 是 不 是 存在 ? 

10. 设 f 和 gg 都 是 (0，1) 上 的 复 值 可 微 函数 ， 当 z-*0 时 F(z)-*0，&g(z) 一 0， 
f(z) 一 A，g (zx) 一 B， 这 里 A，B 是 两 个 复数 ，B 关 0。 试 证 


f(z)_A 
lim er) ~ 


请 与 例 5. 18 比较 . 提示: 


£9 , (1 _ = 1 
2 +4 


把 定理 5. 13 应 用 到 f(z)/z 及 g(z)/z 的 实 部 和 虚 部 上 去 . 
11. 设 /在 z 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 并 设 六 (7) 存 在 ， 试 证 


lim f(z+h)+ 上 Yd 2 2 ry 
举例 说 明 ， 即 使 挛 (z) 不 存在 ， 这 个 极限 也 可 能 存在 . 

提示 : 用 定理 5. 13. 

12， 如 果 f(x) 二 | zx | *， 对 于 所 有 实数 工 计算 1(z) 及 了 六 (z)， 证明 六 0) 
不 存在 . 
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13. 设 ，c 都 是 实数 ，c>>0， 而 了 是 定义 在 [一 1，]] 上 的 函数 : 


Tsin(| 工 | 一 ) ( 当 开 天 0 时 )， 


A ( 当 工 一 0 时 ). 


试 证 以 下 诸 命题 ; 

(a) 当 且 仅 当 a>0 时 ， 三 是 连续 函数 

(b) 当 且 仅 当 a>1 时， (0) 存 在 . 

(c) 当 且 仅 当 a 宇 1+c 时， 有 界 . 

(d) 当 且 仅 当 a 记 1+c 时 ，f 连续 . 

(e) 当 且 仅 当 a>2 二 < 时 ， 矿 (0) 存 在 . 

(人 ) 当 且 仅 当 a 宇 2 十 2c 时 ， 扩 有 界 . 

(g) 当 且 仅 当 a>2 二 2c 时， 了 连续. 

14. 设 是 (a, 妨 上 的 可 微 实 函 数 . 试 证 ， 当 且 仅 当 了 单调 递增 时 了 才 是 凸 
函数 ， 再 假定 对 于 一 切 zxE (a，)(z) 存 在 ， 试 证 当 且 仅 当 对 于 一 切 zx€ Ca，6b)， 
广 (z) 之 0 时， 三 才 是 凸 函 数 . 

15. 设 a€E Ri， f 是 (a， co) 上 的 二 次 可 微 实 函 数 ，M。，M;，M; 分 别 是 
| Foz) | ,| 了 (z) | ，| 了 (z) | 在 (ae，co) 上 的 最 小 上 界 ， 试 证 


Mi < 4M, Ms. 
提示 : 如 果 h>>0，Taylor 定理 说 明 ， 有 某 个 &E (z，z 十 2h)， 使 得 
f(z) = 南 [/Gz 十 2 一 Fa 一 We) 


因此 ， 


170D I< ha:+ 坚 . 


为 了 证 明 Mi 二 4M。M: 确实 能 够 出 现 ， 取 “一 一 1， 再 定义 


一 上 


2 一 1 (1<r<0) 
TFI (0 入 z<<co) 


然后 证 明 Mo 王 1，M, 一 4，M: 一 4. 

对 于 向 量 值 函 数 ，Mi 三 4M,M; 是 否 还 成 立 ? 

16. 设 f 在 (0，o2) 上 二 次 可 微 ,在 (0， oo) 上 有 界 ， 并 且 当 zco 时 ， 
(Cz) 一 0. 试 证 当 zco 时 ， 矿 (z) 一 0. 

提示 : 在 习题 15 中 令 a 一 co 

17. 设 了 是 [一 1，1] 上 的 三 次 可 微 实 值 函 数 ， 


(一 1) = 0,1(0) =0,f(1) =1,f(0)=0 
一 定 有 某 个 xE (一 1，1)， 使 Fa"(z) 之 3. 
注意 ， 对 于 函数 序 ( 忆 十 怀 ) 来 说 ， 等 式 成 立 . 


提示 : 在 定理 5.15 中 取 a=0, p= 士 1， 用 来 证 明 存在 着 YE (0，1) 和 
tE( 一 1，0) 使 得 


Jo (5) 十 Jo (iD 一 6. 


18. 设 了 /是 [e， 纪 上 的 实 值 函数 ，” 是 正 整数 ， 对 于 每 个 1:€[a, 6],， f/f" 
存在 . 令 a，B 及 P 的 定义 是 Taylor 定理 5. 15 那样 的 .对 于 tE [a, 65], i: 关 Bp， 
定义 


QD = 人 
并 把 

f(D—fB = (一 PDQGOD 
在 1=a 处 微分 n 一 1 次 ， 就 得 到 Taylor 定理 的 下 面 这 种 形式 : 


"(a) 
一 了 4 


19. 设 /在 (一 1，1) 上 定义 ， 并 且 (0) 存 在 又 设 一 1<a,<B,<1， 而 当 
mco 时 co, 一 0， 及 一 0 定义 差 商 


D = KB) 一 fa) 
a 


Hp = PB +O (Op). 


试 证 下 面 诸 命题: 

(a) 如 果 a, 二 0 二 B,， 那 么 limD.= 矿 (0). 

(b) 如 果 0<e,<B,， 并 且 {B/(B 一 a,)} 有 界 ， 那么 imD, 一 三 (0). 

(ec) 如 果 在 (一 1，1) 连 续 ， 那么 limD, 二 (0). 

试 举 出 一 个 这 样 的 例子 来 : f 在 (一 1，1) 上 可 微 ( 但 了 在 0 点 不 连续 )， 并 且 
使 得 w， 有 这 样 地 趋 于 零 : limD. 存在 ， 但 不 等 于 三 (0). 

20， 试 述 并 证 明 一 个 这 样 的 不 等 式 : 它 是 由 Taylor 定理 推出 来 的 ， 并 且 对 
于 向 量 值 函 数 仍然 有 效 . 

21. 设 王 是 R' 的 闭 子 集 ， 从 第 4 章 习题 22 知道 , 在 R' 上 有 一 个 实 连 续 函 
数 /， 它 的 零点 集 是 E， 对 于 每 个 闭 子 集 正 ， 是 否 准 能 找到 这 样 的 函数 f， 它 在 
R' 上 可 微 ， 或 = 次 可 微 ， 甚 至 任意 次 可 微 呢 ? 

22， 设 /是 (一 co，co) 上 的 实 函 数 ， 如果 f(x) 一 x， 就 说 工 是 了 的 不 动 点 . 

(a) 如 果 了 可 微 ， 并 且 对 每 个 实数 :，f () 取 1。 试 证 f 最 多 有 一 个 不 动 点 . 
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(CD 一 上 十 (1 十 e0) 
虽然 对 一 切实 数 :，0 二 (4) 过 1， 仍然 没有 不 动 点 
(c) 但 是 ， 如 果 有 一 个 常数 A 二 1， 对 一 切实 数 :，| f(t) | A, 试 证 /有 
不 动 点 +， 并 且 ==limz,， 其 中 xz, 是 任意 一 个 实数 ， 并 且 对 mn 一 1，2，3，… 
Toni = fx). 
(qd) 试 证 在 (c) 中 所 说 的 方法 能 够 按照 曲折 的 道路 
(Ti 9T2) (Tas Te) (za) -= (Ts) TIT) 


实现 . 
23， 函 数 


有 三 个 不 动 点 ， 比 如 说 是 a，B, 7， 
-2<a<-1,0<p<l,1<7r<2. 


任意 取 x;， 而 用 z+ 三 f(x,) 来 确定 { 工 ,)， 
(a) 如 果 二 <a， 试 证 当 mco 时 ，z, 一 一 cc. 
(b) 如 果 ae<zi<y， 试 证 当 mco 时 ，zo 一 B 
(c) 如 果 Y<zi， 试 证 当 "一 cc 时 ，z, 一 十 co， 
于 是 ，B 能 用 这 方法 定 出 来 ， 但 "，7 就 不 能 . 
24， 习 题 22(c) 所 说 的 方法 ， 当 然 也 能 用 于 把 (0，cc) 映 到 (0，c ) 的 函数 . 
固定 某 个 >1， 而 令 


C& 十 工 
Ls 


f(z) = z+) = 


和 g 都 以 Ye 为 在 (0，co) 内 的 惟一 不 动 点 ， 试 根据 f 和 g 的 性 质 ， 盖 明 第 3 章 
习题 16 中 的 收敛 速度 为 什么 比 习题 17 中 的 收敛 速度 快 得 多 ?〈 比 较 广 与 5" ， 画 
习题 22 所 说 的 曲折 路 线 ) 

对 于 0<a<1 的 情形 作 同一 问题 . 

25. 设 f 在 [a, 5]J 上 二 次 可 微 ，f(a) 二 0， f(b)>>0, 对 一 切 zE [a, 6b] 
f(z)>8>0 及 0< 了 <M. 令 & 是 (a， 失 内 使 (&) 一 0 的 惟一 的 点 . 

试 按 下 面 计算 的 牛顿 法 的 步骤 ， 完 成 其 细节 . 

(a) 选 定 z1E (8，5b)， 而 用 


Ee fx) 
Tr = PES 
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来 确定 {z,}， 用 了 图 像 的 一 条 切线 几何 地 解释 这 个 等 式 . 
(b) 试 证 rz; ;< xz， 并且 


limz. = & 
(c) 用 Taylor 定理 证 明 ， 有 某 个 1,E(&,， xz,), 使 


em FU) (ey 
2 


(d) 设 A=M/28， 推 导 不 等 式 
0< rw 一 < HA OF. 


与 第 3 章 习题 16 及 习题 18 比较 之 . 


(e) 证 明 牛 顿 方法 等 于 求 
g(z) = x— 2 
的 不 动 点 . 


当 工 靠近 时 ，g'(7) 的 性 态 如 何 ? 

(D 设 /(z)=xz，xE (一 ，oo)， 试 试 牛顿 法 会 发 生 什么 情况 ? 

26. 设 了 在 [e， 们 上 可 微 ，f(a) 一 0， 并 且 设 有 实数 A， 使 得 | 广 (z) | 性 A 
1 f(x) | 在 Le， 妇 上 成 立 ， 试 证 对 于 一 切 7E[a,， 5]，f/(7x) 一 0， 提示 : 固定 
veE[a， 四 ], 邻 


Mo = sup [f(z |,M = sup | f(z) |. 
re acres 


对 于 任意 的 xE[a，z] 

1 Fr) I< Mr —a) < Ar — Mo. 
因此 ， 如 果 A(z 一 a) 二 1， 那 么 Mo 一 0。 这 就 是 说 ,在 [a，z。] 上 7 一 0， 如 此 继 
续 进行 . 

27. 用 ax<b 和 ay<B 表 示 平面 上 的 矩形 R. 设 $ 是 定义 在 R 上 的 实 函 

数 ， 所 谓 初 值 问题 

y=$ry), yla)=¢e (a<eep 
的 解 ， 按 照 它 的 定义 来 说 ， 是 [a，65] 上 的 一 个 可 微 函 数 f， 它 合 于 f(a) 王 <， 
af(z)<B 而 且 

f(z)=Urf(7)) (a<reb) 


试 证 ， 如 果 有 一 个 常数 A， 只 要 (zx，y1)ER，(z，y:)ER， 就 必定 有 
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[$x,y2) — $7,%) ISAI yy —y | 


那么 ， 初 值 问题 的 解 最 多 有 一 个 . 
提示 : 把 习题 26 应 用 到 两 个 解 的 差 上 去 . 注意 ， 这 个 惟一 性 定理 ， 不 能 用 
于 初 值 问题 


y= yy(0) 一 0. 


它 有 两 个 不 同 的 解 : f(z)=0 及 f(x) 二 x*/4. 把 它 的 一 切 解 找 出 来 . 
28， 对 于 形式 为 


y= a) = GF=1,2,",k) 


的 微分 方程 组 ， 写 出 一 个 与 前 题 类 似 的 ( 解 惟一 性 的 ) 定 理 ， 并 加 以 证 明 . 
注意 ， 这 方程 又 能 写成 


办 一 多 (zy)，y(a) 一 c 


的 形式 ， 这 里 y= (yy ，…，y4) 遍 历 一 个 - 方 格 .#$ 是 把 一 个 (k 十 1) - 方 格 映 人 人 

维 欧 氏 空 间 内 的 映射 这 个 k 维 欧 氏 空间 的 分 量 是 加，…， 办,，c 是 向 量 (ci， 
，G4)， 把 习题 26 用 到 向 量 值 函 数 上 去 . 
29. 把 习题 28 特殊 化 ， 考 虚 方 程 组 


y=ym = 1 一 1D)， 


4 
A DAE 


这 里 /，g1，*…，gs 都 是 La， 扑 上 的 连续 实 函 数 ， 从 而 对 于 带 有 初始 条 件 
ya) 一 cyy (a) 一 cy Ca) 一 cx 
的 方程 
3 十 Bt(z)3D 十 … 十 &z(Cz)y 十 gl(z)y 一 了 (Cz) 


导出 惟一 性 定理 来 . 


第 6 章 ”RIEMANN-STIELTJES 积分 


本 章 以 Riemann 积分 的 定义 为 基础 ， 而 Riemann 积分 又 明显 地 依赖 于 实 轴 
的 序 结构 。 因此， 开始 时 ， 我 们 先 讨论 区 间 上 实 值 函 数 的 积分 ， 后 几 节 再 推广 到 
区 间 上 的 复 值 和 向 量 值 函数 的 积分 。 到 第 10 及 11 两 章 再 讨论 在 不 是 区 间 的 集 上 
的 积分 . 
积分 的 定义 和 存在 性 


6.1 定义 设 [a, 6b] 是 给 定 的 区 间 ，[a，65] 的 分 法 P 指 的 是 有 限 点 集 。， 
Ti，…，zo， 其 中 


a=Iz Sn SI =b 
把 这 里 每 个 数 减 去 它 的 前 邻 数 的 差 记 作 
Az 一 五 一 (i=1,,n) 
现在 假设 是 定义 在 [ae, 妇 上 的 有 界 实 函数 ， 对 应 于 [a， 执 的 每 个 分 法 P， 令 
AM = supf(z) (zr sz 和 zi)， 


1 一 inff(z) (zm <rer), 


Up, 六 = 六 Mar， 
各 


L(P,f) = DmAr, 

最 后 置 
rar =infUCP,/), GD) 
rar =supL(P,/). (2) 


其 中 最 大 下 界 与 最 小 上 界 是 对 [a，5] 的 所 有 分 法 而 取 的 . (1) 和 (2) 的 左 端 分 别称 
为 f 在 [a，5] 上 的 Riemann 上 积分 与 下 积分 . 

如 果 上 积分 与 下 积分 相等 ， 就 说 f 在 La，5] 上 Riemann 可 积 ， 记 作 f€ 久 ( 即 
是 外 表示 Riemann 可 积 函数 的 集合 .并且 用 


raz (3) 
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， 
Prewar (4) 


表示 (1) 和 (2) 的 共同 值 . 
这 就 是 f 在 [a，6] 上 的 Riemann 积分 .因为 了 是 有 界 的 ， 所 以 存在 着 两 个 
数 m 和 M， 使 得 


mfDELM (a<r<b) 
因此 ， 对 于 每 个 P， 
m(b—a) <LP,f EUP,N < MG—a). 


从 而 数 L(P，f) 和 U(P，/) 组 成 一 个 有 界 集 ， 这 说 明 ， 对 于 每 个 有 界 函 数 /， 
上 积分 与 下 积分 都 有 定义 ， 关 于 它们 是 否 相等 的 问题 ， 即 是 了 的 可 积 性 问题 ， 是 
更 为 细致 的 问题 ， 我 们 将 不 去 孤立 地 研究 Riemann 积分 ， 而 马上 去 考虑 更 一 般 
的 情形 . 

6.2 定义 设 a 是 [a, 6] 上 的 一 个 单调 递增 函数 ( 因 ala) 和 a(b) 有 限 ， 从 而 
a 在 [we, 妇 上 有 界 )， 对 应 于 [ae， 所 的 每 个 分 法 P， 记 


Aa = a(zi) —alz.1) 
显然 Ac 过 0， 对 于 [w， 纪 上 任意 的 有 界 实 函 数 f， 令 


UCP,fa) = 六 Maa， 
Ea 
L(P,f,a) = >)miaa， 


这 里 M,，m, 与 定义 6. 1 中 的 含义 相同 ， 并 且 定义 


ae =inU(P, fo0), (5) 


sas =sprP,ro)， (6) 


其 中 的 inf 及 sup 都 是 对 所 有 分 法 而 取 的 . 
如 果 (5) 和 (6) 的 左 端 相等 ， 我 们 就 用 


[ra (7) 


有 时 也 用 
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四 
fend (8) 


表示 它们 的 共同 值 . 

这 就 是 [a, 5] 上 f 关于 a 的 Riemann-Stieltjes 积分 (或 简称 为 Stieltjes 积 
分 ). 

如 果 (7) 存 在 ， 即 (5) 和 (6) 相 等 ， 我 们 就 说 了 关于 = 在 Riemann 意义 上 可 积 ， 
并 记 作 FE Ca)， 

有 取 a(zx) 二 z， 即 见 Riemann 积分 是 Riemann-Stieltjes 积分 的 特殊 情形 ， 但 是 
我 们 要 明确 指出 ， 在 一 般 情形 ，= 甚至 不 一 定 是 连续 的 . 

关于 这 个 概念 还 要 说 几 句 话 ， 与 (8) 相 比 我 们 宁愿 采用 (7) 式 ， 因 为 在 (8) 中 
出 现 的 字母 x 丝毫 不 增加 (7) 的 内 容 ， 我 们 用 哪个 字母 去 代表 所 谓 的 “积分 变量 ” 
是 无 关 紧 要 的 . 例如，(8) 就 与 


fwdacy 


相同 ， 积 分 依赖 于 f，a，a 和 6， 但 与 积分 变量 无 关 ， 也 可 把 它 略 去 . 
积分 变量 所 起 的 作用 很 像 求 和 的 指标 : 两 个 记号 


是 相同 的 ， 因 为 每 一 个 指 的 都 是 c 十 cz: 十 … 十 cv 
当然 ， 添 上 积分 变量 也 无 妨 ， 而 且 在 许多 情形 这 样 做 实际 上 是 方便 的 


现在 我 们 研究 积分 (7) 的 存在 .有些 话 现 在 说 一 次 ， 以 后 不 再 每 次 说 明 ， 假 
定 了 是 有 界 实 函数 ， 而 “ 在 [a，6] 上 单调 递增 ， 当 不 会 产生 误解 时 ， 我 们 将 用 


|] 不知 
6.3 定义 我 们 称 分 法 P" 是 P 的 加 细 ， 如 果 已- 二 P( 即 己 的 每 个 点 都 是 
PP 的 点 )， 设 有 两 个 分 法 P, 和 Ps， 如 果 已 一 PiU P，， 便 称 P" 是 它们 的 共同 


加 细 . 
6.4 定理 如 果 P" 是 忆 的 加 细 ， 那 么 
L(P,f,a) <L(P' ,fva) (9) 
而 且 
UCP' ,fa) SUP, fa). (10) 


证 为 了 证 (9)， 先 设 P* 只 比 P 多 一 个 点 设 这 个 附加 的 点 是 zx" ， 并 假定 
-1<x" <<zi， 其 中 -1 和 zx; 是 P 的 两 个 相 邻 的 点 . 令 


w =inff(z) (zm <r), 
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tu 一 inff(z) (zx’ <I<r). 
显然 ww 宇 m; 及 w, 宇 m;， 与 前 面 一 样 ， 这 里 的 
m= inf(r) (x IS), 
因此 ， 
L(P’ ,fya) 一 LCP, Fa) 
一 mn[a(z' ) 一 a(zr)] 十 mm[a(z) 一 aCz )]—m[a(zi) —a(zi)] 


=(w — mi)[a(x’)—a(r)] + (w —m)[a(z) —a(z')]>0 


如 果 P" 比 P 多 含 k 个 点 ,我们 把 上 述 论证 重复 有 次， 就 得 到 (9) 式 . (10) 式 
的 论证 是 类 似 的 . 


6.5 定理 yda< | yde. 
证 设 P' 是 两 个 分 法 P 和 P。 的 共同 加 细 ， 由 定理 6. 4， 
L(Pi,fya) SL(P' ,fra) <U(P' ,fya) SU(P;, ae) 


因此 
L(Pi,f,a) < UP;, fa) QD 


让 P, 保持 不 变 ， 而 对 所 有 的 P, 取 sup，(11) 式 就 给 出 


[A (12) 
在 (12) 中 ， 对 所 有 的 P, 取 inf， 就 得 到 本 定理 . 
6.6 定理 在 [a, 5] 上 /EMR(a) 当 且 仅 当 对 于 任意 的 >0， 存 在 一 个 分 法 
P 了 使 得 
UP fo) —L(P, fa) <e (13) 


证 对 于 任意 的 P， 有 
L(P,f'0) < raa < jae <UCP, fm). 
所 以 (13) 式 意味 着 
o< Ja Ja <e 


因此 ， 如 果 (13) 式 对 于 每 个 e>0 都 能 成 立 ， 就 必然 有 
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J foe 
这 就 是 JE 久 (a). 
反之 , 假设 fE 贸 (a) 并 给 定 e0， 于 是 存在 分 法 P, 和 P:， 使 得 
UP 一 [ra 于， a4) 
[mm-rPuro < 全 a5) 


把 已 选 为 P, 和 P, 的 共同 加 细 ， 那 么 定理 6.4， 连 同 (14) 式 和 (15) 式 说 明 


U(P,f,a)< UP;,,f,a) <]faa+t 生 一 LOP ,fa) 十 E 
<L(P,f,a) +e. 


于 是 ， 对 于 这 个 分 法 P，(13) 成 立 . 

定理 6. 6 给 可 积 性 提供 了 一 个 方便 的 判别 法 ， 在 运用 它 之 前 ， 先 说 一 点 有 密 
切 关 系 的 事项 . 

6.7 定理 

(a) 如 果 (13) 式 对 某 个 已 及 某 个 E 成 立 ， 那 么 ( 当 还 用 这 同一 个 e 时 )(13) 式 
对 PP 加 细 后 仍 成 立 . 

(b) 如 果 对 于 忆 ={z，…，z}，(13) 式 成 立 ， 而 5， 如 是 [Zi-1，Zi] 内 的 任 
意 点 ， 那 么 


DHF) — fa) |A0 <e 


(c) 如 果 /ER(a) 并 且 (b) 的 题 设 还 成 立 ， 那 么 


[Drewan -rel<s 


i 


证 ”由 定理 6.4 得 出 (a)， 在 (b) 中 所 做 的 题 设 之 下 ，f(s) 及 f(4) 都 位 于 
[ms ，M,] 内 ， 所 以 | fs) 一 f(1) | 三 Mi 一 mi 因此 


DFG)— fF | Ma SUCP,f) LP, fo0), 


这 就 证 出 了 (b)， 从 几 个 明显 的 不 等 式 
L(P,fsa) < Df Aa SUP, fa) 
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LOP,fo 近 | 各 三 UP, 


证 明了 (c). 
6.8 定理 如 果 f 在 [a,， 5] 上 连续 ， 那么 在 [a, 6] 上 ，/€ Ra). 
证 给 定 了 e>0， 选 人 >0 使 得 


[ecb) 一 ea)]7 一 e-. 


因为 了 在 [a,， 5b] 上 一 致 连续 (定理 4.19).。 所 以 存在 着 80, 当 zE[a, 6。]， 
1€E[a, 5] 并且 | rz 一 上 | < 时 


1 7FGz) 一 Fo | 一 7 (16) 


假若 P 是 [a， 的 任何 合 于 Ax; 二 8(i 二 1，2，…，n) 的 分 法 ， 那 么 由 (16) 
便 有 


M—m < (=1,n) (17) 
因此 


U(P,f,a) —L(P, fra) = 》(CM, — m,)Aa, 


和 名 
nd) aa = MAalb) 一 a(a)] 一 e. 
各 


根据 定理 6. 6 知道 fE (a). 
6.9 定理 如 果 / 在 [a,b] 上 单调 , a 在 [a,b] 上 连续 ， 那么 fE Ca). 
(当然 ,仍然 假定 a 单调). 
证 假设 给 定 了 e>0， 对 于 任意 正 整数 "， 选 分 法 P， 使 得 
a(b) —ala) 
Et 
因为 a 连续， 所 以 这 是 能 作 到 的 (定理 4. 23). 
我 们 假定 了 单调 递增 (递减 的 情形 与 此 相仿 )， 那 么 


M,= f(r) m= rrD)，(G 一 112)。 
因此 只 要 把 ”取得 充分 大 ， 便 有 


Aa = (i= 1,2,%,n) 


UCP, fa) LP, fr0) = Ef) — fxr)] 


.fb fa)] <e. 
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由 定理 6. 6 知道 FE (a). 

6.10 定理 假设 在 [a, b] 上 有 界 ， 只 有 有 限 个 间断 点 a 在 三 的 每 个 间 
断 点 上 和 连续， 那么 ER(a). 

证 假设 给 定 了 e>0. 令 M=sup | f(x) |. 设 EE 是 使 f 间断 的 点 的 集 . 由 
于 斑 有限， 而 a 在 的 每 点 连续 ,我 们 可 以 取 有 限 个 不 相交 的 闭 区 间 [w， vj]CC 
[ce， 纪 把 下 盖 住 ， 同 时 要 对 应 的 各 关 数 a(v) 一 a(wu) 的 和 小 于 e。 进而 我 们 能 够 
把 这 些 区 间 安 置 得 让 En (a，5) 的 每 个 点 在 某 个 -u;，w 内部. 

从 [a, 去 掉 开 区 间 (u,，v,)， 剩 下 的 集 K 是 紧 的 ， 因 而 f 在 K 上 一 致 连 
续 . 于 是 有 一 个 8>0, 保证 s€EK, :EK，|1s-t| < 时 | f(s 一 f(2 | <e. 

现在 照 下 边 说 的 方法 给 [a，6] 作 分 法 P= 二 {zo。，zI，*…，zx,): 每 个 ww 在 P 
里 出 现 , 每 个 v 在 P 里 出 现 ， 任何 开 区 间 (w， wv) 没有 点 在 P 里 出 现 .， 如 果 
Zz ! 不 是 ww 之 一 ， 那么 Ari<6. 

注意 ， 对 于 每 个 i，M; 一 m, 二 2M， 并 且 M, 一 m,<e， 除 非 -1 是 w 之 一 . 
于 是 照 着 定理 6. 8 的 证 明 那 样 


U(CP,fva) —L(P, fra) < [a(b) —a(a)Je + 2Me 


内 为 e 是 任意 的 ， 定 理 6. 6 说 明 /ER(a). 

附注 ， 如 果 f 与 a。 有 一 个 共同 的 间断 点 ， 了 便 未 必 属 于 9a)， 习 题 3 说 明了 
这 一 点 . : 民 
6.11 定理 假设 在 [a, 6] 上 /ER(a), mf 人 <M. $$ 在 i-m，M] 上 连续 ， 
并 且 在 [a, 5] 上 有 h(x) 二 (f(z))， 那么 在 [a， 6b] 上 hE€ 人 Ra). 

证 选 定 e>0.， 因为 在 [m，M] 上 一 致 连续 ， 所 以 有 9>0 合 于 98<s， 并 且 
当 s,， 1E[m，M] 时 ， 只 要 | s 一 + | <6 便 能 使 | $5) 一 $(1) | <e. 

因为 /ER(a)， 所 以 有 [a，] 的 分 法 了 二 {x。，z，，…，zx,) 使 得 


U(CP,f,a) —L(P,fra) 一 宁 . (18) 


设 M,，m, 的 意义 和 定义 6. 1 所 说 的 相同 ， 而 M; ，m; 是 关于 h 的 类 似 的 数 ， 把 
1，2，…， 这 些 数 分 作 两 类 : 如 果 M; 一 m,<6， 便 使 iE A， 如 果 M; 一 m 之 6， 
便 使 i€ B. 

当 iE A 时, 6 的 选取 法 表明 M’ 一 m; <e. 

当 i€EB 时 ，M; 一 m; 人 2K. 这 里 K=sup | $8(1) | ,mtM， 根据 (18)， 
得 到 


8 Au < DM,—m)Aa < (19) 
pa Ea 


所 以 卫 Aa <5， 因而 


U(P,h,a) —L(P,h,a) 
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= DM 一 mr JAai + DM 一 mw )Aa 
rz Ea 
<e[a(b) —a(a)] +2K8 < eLa(b) —a(a)+2K] 


因为 。 是 任意 的 ， 由 定理 6. 6 有 hE R(a). 
评注 : 这 定理 提出 一 个 问题 ， 即 是 : 什么 样 的 函数 恰好 Riemann 可 积 ? 答 
案 在 定理 11. 33(b). 


积分 的 性 质 


6.12 定理 
(a) 如 果 在 [a，b] 上 f1 ER(a) 且 fiER(a)， 那 么 


f+fi € go， 
对 任意 的 常数 c，cFE Qta) ， 并 且 
font fea =] frat | fde, 
ff 
(b) 如 果 在 [a,，b] 上 f(x) 三 f(z)， 那 么 
fraa < J rear. 


(0) 如 果 在 [a,，5] 上 fE(a)， 并 且 a 一 c 一 6， 那么 在 [ae，c] 及 [c， 的 上 
JEGa)，121 并 且 


fs fe ee 
Cd) 如 果 在 [a， 轩 上 JE Ka) 并 且 在 [a， 乓 上 | f(z) | 禄 M， 那 么 
fra|< Macw -ee 
(e) 如 果 fE (ai ) 并 且 /ERR(as)， 那 么 fERm(a 十 a) 并 且 
S 
fracm to) = fda + [fdr 
如 果 EM(a) 而 c 是 个 正常 数 ， 那么 FE 9ca) 而 且 
frace) = of fu. 
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”证 如 果 /== 几 十 :而 是 [a， 四 的 任意 分 法 ， 就 能 得 到 


L(P,fiva) +L(P,fi yo) EL(P, fra) SUP, Fo) 
UP,fiva) +U(P, Pa) 


如 果 f1€R(a)，f: ER(a)， 并 设 e>0 已 经 给 定 . 便 存 在 分 法 P;(j 一 1，2) 使 得 
U(Pj,fiva) —L(P;,fiva) <e. 

如 果 把 P, 和 P, 换 成 它们 的 共同 加 细 已， 这 些 不 等 式 仍然 成 立 ， 于 是 (20) 说 明 
U(P,f,0) —L(P, fra) < 2e. 


(20) 


这 就 证 明了 JE Ra). 
用 这 同一 个 P 可 以 得 到 


UP, fjva) <| pa+s (一 1,2)， 
因此 ，(20) 说 明 
aa < UP fe) < fdat ffidat 2e. 
因为 e 是 任意 的 ， 所 以 能 断定 
Nas < [fraa+ [fra (21) 


如 果 在 (21) 式 中 用 一 用 和 一 f: 取代 fi 和 f:， 不 等 式 便 掉 转 方向 ， 从 而 证 明 
了 等 式 成 立 . 
定理 6. 12 的 其 他 断 语 的 证 明 都 十 分 类 似 ， 不 需 作 详细 叙述 ， 在 (c) 条 中 的 要 


点 在 于 ， 当 通 近 [mm 时 ，( 经 过 加 细 ) 我 们 可 以 限于 考虑 包含 点 的 分 法 


6.13 定理 如 果 在 [a, 5b] 上 /ER(a)，gER(a)， 那 么 
(a) fgER(a); 


wl fleaa mal ya < fla 
证 ”如果 取 #8(t)= 二 *， 定 理 6.11 说 明 ， 当 fER(a) 时 ， f ENR(a). 利用 恒等式 
4fg = (f+8) —(f— eg) 


就 能 完成 (a) 的 证 明 
如 果 取 $0) 二 | + | ， 定 理 6. 11 同样 说 明 | /| ER(a)， 选 择 c 一 土 1， 使 得 


oJ fen> 0. 


于 是 由 于 cf 万 1f1， 所 以 
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ras = oan = |erae < {1 7 1 ae 
6.14 定义 单位 阶 幅 画 束 1 的 定义 是 


0 z 委 0， 


ro=1{ 
站 


6.15 定理 如 果 4<s<b, /在 [a, 5b] 上 有 界 ，f 在 s 点 连续 ， 而 e(Z) 一 了 
(x 一 s)， 那 么 


[re = ro 


证 取 分 法 P= (ze, Tz2， Xs), 其 中 =a, 而 一 sz 人 <T 一 b 
于 是 


U(P,fra) = M2 ,LP, fra) = ms. 


因为 了 在 * 点 连续 ， 我 们 知道 ， 当 zs 一 时，M: 与 m? 都 趋 于 f(3). 
6.16 定理 假定 对 于 mm 一 1，2，3，…，cs 志 0， 乙 co 收效 ，{5} 是 (a，0) 
之 内 的 一 囊 不 同 的 点 ， 并 且 


a(z) = Dol(r—s). (22) 


设 /在 [a，b] 上 连续 ， 那 么 
rae = Deaf). (23) 


证 ”用 比较 验 敛 法 可 以 证 明 级 数 (22) 对 于 每 个 收 伍 ， 它 的 和 alz) 显 然 是 
单调 的 ，a(a) 二 0，a(b) 三 了 c,( 这 是 在 评注 4. 31 里 出 现 的 那 种 函数 . ) 
假设 已 经 给 定 了 e>>0， 再 选 一 个 能 实现 


Dic <e 


Ea 


的 N. 令 


y “ 
a(z) = Del(z— ss) az) = Dol(z—s,). 
根据 定理 6. 12 和 6. 15， 


vy 


ru = Defls). (24) 


全 


由 于 az(b) 一 ax Ca) 一 e， 
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fan |< me, (25) 

其 中 M=sup | f(z) | ， 既然 w=a 十 os 那么 从 (24) 和 (25) 可 以 推 得 
re- Bor |<m (26) 


让 N->co， 就 得 到 (23). 


6. 17 定理 假定 a 单调 递增 .在 [a, 6] 上 a E 钢 设 f 是 [a. 6] 上 的 有 界 


实 函 教 ， 于 是 fE 2(a) 当 且 仅 当 fa'E 久 这 时 候 ， 


[ra = ene dz. 


(27) 


证 假设 给 定 了 e>>0， 并 将 定理 6.6 用 于 a: 有 [a, 的 一 个 分 法 P= {zo， 


zn，*…，Zs)， 使 得 
U(P,a)—L(P,a) <e 


由 中 值 定理 知道 有 4.E[x,!，z;]， 使 得 
Aai =a(t)Ar, (i=1,2,%,n) 


如 果 s,E Lz, ,，z,]， 那 么 据 (28) 及 定理 6.7(b) 便 有 
|a'(s) —a(t) | Ar<e. 
命 M=sup | /(x) | ， 因 为 
Drva = Div da 


从 (29) 式 即 得 


| Dom — Dde Var|< Me. 
各 名 


特别 地 ， 对 于 %E [x,-!，Z,] 的 一 切 选取 法 ， 
Dos a, SU(P,fa) +M. 
各 
所 以 
U(P,f,a) SU(P, fa) 十 ME. 
同样 的 论证 可 以 从 (30) 推 得 
UCP,fa) <U(P,f,0) +Me 


(28) 


(29) 


(30) 
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于 是 
1UCP,fa) 一 UCP, fa’) |< Me. (31) 


注意 ， 如 果 把 P 换 作 它 的 任何 加 细 ，(28) 依 然 真 确 ， 从 而 (31) 依 然 真确 . 
我 们 断定 


fraa-hrene was|< Mm. 


但 e 是 任意 的 ， 所 以 对 于 任何 有 界 的 了 


fra = reoeeodr (32) 


按照 完全 一 样 的 方法 可 以 从 (30) 推 得 下 积分 的 相等 ， 本 定理 随 之 成 立 . 

6.18 评注 前 面 两 条 定理 显示 了 Stieltjes 积分 方法 所 固有 的 普遍 性 和 适应 
性 .假若 a 是 纯 阶 跃 函数 [这 经 常 是 指 (22) 式 那样 形状 的 函数 ] 积 分 就 变 成 有 限 或 
无 限 的 级 数 ， 假 若 a 有 可 积 的 导数 ， 积 分 就 变 作 普 通 的 Riemann 积分 ， 这 就 能 够 
在 许多 情形 之 下 同时 研究 级 数 和 积分 而 不 必 分 别 讨论 了 . 

为 了 说 明 这 一 点 ， 试 看 一 个 物理 问题 ， 有 一 段 单 位 长 的 直 导 线 ， 有 一 轴 垂 直 
于 此 导线 于 一 端点 ， 导 线 关 于 这 轴 的 惯性 矩 是 


| =dm， (33) 
5 


这 里 m(z) 是 区 间 [0，z] 之 内 所 含 的 质量 ， 如 果 认 为 导线 的 密度 p 是 连续 的 ， 即 
是 说 如 果 m (x) 二 p(xz)， 那 么 (33) 变 为 


J zendz (34) 


另 一 方面 ， 如 果 导 线 由 集中 于 若干 点 x; 的 质量 mi 组 成 ; (33) 就 变 为 
Dzim, (35) 


所 以 (34) 式 与 (35) 式 是 (33) 式 的 特殊 情形 ， 然 而 (33) 式 包括 的 还 要 多 ; 例如 
m 连续 而 不 是 处 处 可 微 的 情形 . 

6.19 定理 ( 换 元 ) 假设 9 是 严格 递增 的 连续 函数 ， 它 把 闭 区 间 [A， 有 B] 映 
满 [4,5]. 假设 a 在 [a,， 5] 上 单调 递增 ， 而 且 在 [a,6b] 上 fER(a). 在 [A， BJ] 上 
定义 有 与 区 为 

By) = a(p(y)),g(>) 一 flp(y)). (36) 


那么 gER(B) 而 且 
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人 ep 机 [ru (37) 


证 ”对 应 于 [a， 促 的 每 个 分 法 P={z。，…，z.)}， 有 [A，Bj 的 一 个 分 法 Q={%，…， 
y,}， 其 中 zz, 一 p(y,)、[A，B] 的 所 有 分 法 都 是 按照 这 个 方法 求 得 的 .因为 f 在 
[zx 1，Zzi] 上 所 取 的 值 ， 都 与 g 在 [y，，y;] 上 所 取 的 值 恰 好 一 样 ， 故 而 知道 


U(Q,g,pB = UCP,fya) ,LQ,g1P) = L(P, foa). (38) 


因为 /ER(a)， 可 以 把 P 选 得 使 U(P，f, a) 和 LC(P, f/f， 中 都 交 近 于 fda. 


那么 (38) 与 定理 6. 6 合 在 一 起 就 说 明 gE 9(B)， 因 而 (37) 成 立 ， 证 明 完 毕 、 

让 我 们 注意 下 边 的 特殊 情形 : 

取 a(zx) 二 zx， 那么 8 二 p， 假设 在 [4，B] 上 YE 多 如 果 将 定理 6. 17 用 于 
(37) 的 左 端 ， 就 得 到 


renar 四 rcp way. (39) 
积分 与 微分 
在 本 节 ， 我 们 仍 限于 考虑 实 函数 ， 我 们 将 要 证 明 ， 在 某 种 意义 上 说 ， 积 分 和 
微分 是 互 逆 的 运算 . 


6.20 定理 设 在 [a, 6] 上 fE 钢 对 于 a<r<b, 令 
Fen = fd. 
么 正在 [ae， 的 上 连续 ;如 果 卫 又 在 [a， 的 的 zo 点 连续 ， 那 么 下 便 在 To 可 微 ， 
并 且 
F(zxo) = f(z0) 
证 因 /Em 所 以 f 有 界 . 假设 对 于 ae 委 : 和 6，| f(t) | 魏 M， 如 果 
a 大 +<y<b, 那 么 由 定理 6. 12 的 (c) 和 (d) 知 道 
1FO) 一 PaD 1= | reod|< Me- 


给 定 了 e>0， 只 要 | y 一 z | <e/M， 就 会 有 
IF(y)—F(z) |<e 


这 就 证 明了 下 的 连续 性 (而 且 实际 上 是 一 致 连续 性 )- 
现在 假设 f 在 x 点 连续 . 给 定 了 se>0， 选 一 个 5>0 使 得 在 1 t 一 mo | <3 并 
<tS 0 时， 
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| 7CD 一 (xzo) 1 一 e 
因此 ， 如 果 
ToT<sSnSi<rnt+dma <s<t<b, 
根据 定理 6. 12(d) ， 便 有 
FCD) 一 FEC9) 
未 < 一 扣 
这 就 直接 推 得 F(zo) 一 /(zo) 了 . 
6.21 微 积分 基本 定理 ”如 果 在 [a, 5] 上 JE 多 在 [a， 的 上 又 有 可 微 函 数 
下 合 于 下 一 ， 那 么 


要 fn- | 二 Jow 一 rzo)]dx| 一 < 


让 
reodz 一 F(b) 一 F(a). 


证 假设 给 定 了 e>0， 选 [ae， 亿 的 分 法 P= 二 {z。，…，z,} 使 得 U(P,，/) 一 L 


(P， 轧 <e， 由 中 值 定理 知 存在 一 些 点 4 ELz-1，z,]， 它 们 对 于 i 二 1,，…，n 
使 得 

F(zr) 一 F(zr) = (ti)Ar- 
由 此 


六 roar = FOOD 一 Fw 
二 
现在 ， 从 定理 6. 7(c) 推 得 
|Few 一 Fo) -redz|< 


内 为 它 对 于 任何 e>0 成 立 ， 证 明 就 完成 了 . 
6.22 定理 (分 部 积分 ) 假定 下 和 G 都 是 [a，b 上 的 可 微 函 数 ， 开 一 EQ 
G'=gE 见 那么 


[Food = F(O)G(O) — F(a)G(a) 一 | FGz)GCz)dr. 
和 


证 令 H(z)=F(z)G(z)， 然 后 将 定理 6. 21 用 于 刀 和 它 的 导数 ， 注 意 ， 根 
据 定理 6.13，HE 久 


向 量 值 函 数 的 积分 


6.23 定义 设 用 ，…，fi 是 [a, 6] 上 的 实务 数 ， 并 设 f 王 (fh，…， 所 ) 是 
将 [a,， 5] 映 人 R* 内 的 上 映射。 如 果 a 在 [a，5] 上 单调 递增 ， 那么 说 ER(a)， 指 
的 就 是 对 于 j 二 1，2，…，k，f;€ (a). 果真 如 此 的 话 ， 就 定义 


RIEMANN-STIELTJES 积分 121 


saa = (ru 人 ra) 


痪 句 话说 ,| 7de 是 R* 中 的 点 ,而 | 六 da 是 它 的 第 j 个 坐标 


显然 ， 定理 6.12 的 (a)，(c)，(e) 三 条 ， 对 于 这 些 向 量 值 的 积分 是 成 立 的 ， 
这 只 要 把 前 面 的 结果 用 于 每 个 坐标 就 成 了 .关于 定理 6.17，6. 20 及 6. 21， 同 样 
也 对 ， 作 为 例证 ， 我 们 把 定理 6. 21 的 类 似 定理 叙述 一 下 . 

6.24 定理 设 / 及 下 是 把 [a, 5b] 映 入 及: 的 映射 ， 卫 在 La， 的 上 E 名 并 且 
下 一 ， 那 么 


[ou = F(b)— F(a) 


但 是 ， 与 6.13(b) 类 似 的 定理 ， 有 些 新 的 特点 ， 至 少 在 它 的 证 明 上 是 如 此 . 
6.25 定理 如 果 了 是 把 [w， 拉 ] 映 入 R' 内 的 映射 ， 并 且 对 于 [a， 引 上 的 某 
个 单调 递增 函数 a，fER(a)， 那 么 | 了 | ER(a), 而 且 


[as 站 la G40) 
证 如果 记 ，…， 广 是 了 的 分 量 ， 那 么 
171= f+ +f (41) 


根据 定理 6. 11， 每 个 函数 万 属于 RCa); 因此 它们 的 和 也 属于 R(a)， 因 为 x* 是 
工 的 连续 函数 ， 定 理 4. 17 说 明 ， 对 于 任意 实数 M， 平 方 根 函 数 在 [0，M] 上 连 
续 ， 如 果 再 一 次 应 用 定理 6. 11， 那 么 (41) 式 表明 | 了 | ER(a). 


为 了 证 明 (40) 式 ， 置 yy，…，30， 其 中 一 rda. 于 是 ?= | /da, 并 


yl = = 了 ru 
=|( 5» )ae. 


根据 Schwarz 不 等 式 


DyfW yt)| (igh (42) 
因此 ， 由 定理 6.12(b) 就 有 
ly <ty! ra 


如 果 y= 二 0，(40) 就 是 显然 的 。 如 果 y 天 0， 用 | y | 除 (43) 式 就 得 到 (40). 
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可 求 长 曲线 


我 们 用 一 个 几何 趣味 的 论题 来 结束 这 一 章 ， 这 也 给 前 面 一 些 理论 提供 一 项 应 
用 . k=2 的 情形 ( 即 是 平面 曲线 的 情形 ) 在 研究 复 变 数 的 解析 函数 时 相当 重要 - 

6.26 定义 将 闭 区 间 [a， 据 映 入 R* 的 映射 7 叫做 R* 里 的 曲线 。 为 了 重视 
参数 区 间 [a， 纪 ， 也 可 以 说 了 是 [a， 扫 上 的 曲线 . 

假如 y 是 一 对 一 的 ，7 就 称 作 弧 . 

假如 yCa)=Y(6); 就 说 y 是 闭 曲线 - 

应 当 注意 这 里 定义 的 曲线 是 喘 碳 而 不 是 点 集 ， 结 合 着 R' 里 的 每 个 曲线 y， 
总 有 及 的 一 个 子 集 ， 即 是 y 的 值 域 ， 但 是 不 同 的 曲线 可 以 有 相同 的 值 域 . 

我 们 给 [a 的 每 个 分 法 P= {zm，…，zs; 和 [a， 扫 上 的 每 个 曲线 Y， 配置 
一 个 数 


A(P,7) = B17) —7(ze) |. 


这 个 和 里 的 第 i 项 就 是 R* 里 y(z,-,) 与 y(z,) 两 点 间 的 距离 ， 所 以 A(P，7Y) 就 是 
按照 顺序 以 Y(zo)，YCz1)，*…，Y(z,) 为 顶点 的 折线 的 长 ， 当 分 法 越 来 越 密 时 ， 
这 折线 就 越 来 越 接近 于 7 的 值 域 ， 这 样 看 来 ， 我 们 把 


A(Y) = supA(P,7) 


定义 作 y 之 长 是 合理 的 ; 这 里 的 sup 是 对 [a，5] 的 一 切 分 法 来 取 的 . 

假若 A(Y)<co， 就 说 y 是 可 求 长 的 

有 许多 情形 ，A(7) 能 用 Riemann 积分 表示 .我 们 将 要 对 于 连续 可 微 的 曲线 
7， 即 是 导数 连续 的 曲线 证 明 这 一 点 . 

6.27 定理 假如 7 在 [a, 5] 上 连续 ，7 便 是 可 求 长 的 ， 而且 


A(7) = 『 1 7 Co 1 dt 
证 如 果 o 委 rz <z 短 2， 那 么 
1xz)-xaxeoil= | rou<h |¥ CD | ae. 
所 以 对 于 [a， 促 的 每 个 分 法 P， 
ap SP IW la 
从 而 


» 
AlY) <| | YC | dz 
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今 证 明 反 向 的 不 等 式 ， 假 设 给 定 了 :二 0。 既然 7 在 [a，b] 上 一 致 连续 ， 便 有 
6>0， 使 得 


IY(9—7Y() |<e 


在 | 一 :| <<$ 时 成 立 . 设 P={z。o，…，Z.) 是 [a， 忠 的 分 法 ， 对 于 一 切 i 
Ar 一 0. 如果 -1 三 tz， 必然 


17YW I<I7Y(z) I+e. 


所 以 


EACIES SLAC 


『 [yo +Y (x) — Yo]d|+ear 


< 


人 zcod|+| [yz) 一 Y(D]d 


十 eAzri 
| y(zi) 一 7Czr) | 十 2eAzi. 
把 这 些 不 等 式 相 加 ， 就 得 到 
『 IY OD | dS ACP,ND +2e(6—a) 
A +2e(b— a). 
由 于 e 是 任意 的 
『 17Y(D) 1d Ay. 
证 明 就 完成 了 . 
习题 
1. 假设 a 在 [a， 5b] 上 递增 ， a 夺 亏 全 b,， a 在 工 。 连续 ，f (zx。) 二 1， 并 且 当 
> 天 zo 时 f(z) 二 0. 试 证 fER(a) 并 且 | fda=0. 
2、 假 设 在 [a， 幻 上 /之 0，f 连续 ,并 且 | f(z)dz = 0. 试 证 ， 对 于 所 有 的 


zxE[a, 如 ，H(z) 一 0( 与 习题 1 比较 ). 
3， 三 个 函数 启 ，B&，B 定义 如 下 : 对 于 ji 一 1，2，3， 当 z<0 时 有 (z) 一 0， 


当 xz>0 时 局 (一 1; 并 且 忆 (0) 一 0, BB(0) 二 1, 恨 (0) 一 去. 设 了 是 [一 1，1] 上 
的 有 界 函 数 . 
(9) 证 明 FE 9 ) 当 且 仅 当 f(0 十 ) 二 /C0)， 在 这 个 情形 还 有 
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[rap = ro). 


(b) 对 及 陈述 并 说 明 类 似 的 结果 . 
《c) 证 明 FE Hp ) 当 旦 仅 当 了 上 在 0 点 连续 . 
(d) 如 果 /在 0 点 连续 ,证 明 


ja = [rap = [48, = £00) 


4。 如 果 对 于 一 切 无 理 点 +，f(x) 二 0， 对 于 一 切 有 理 点 +，f(z+) 二 1 证明 
对 于 任意 的 a<b, 在 [a, b] 上 7E 2 

5. 假如 了 是 [ae， 匀 上 的 有 界 实 函 数 ， 在 Le,， 妇 上 fE 见 是 否 必然 FE 97 
如 果 假 定 户 E9， 答 案 是 否 改变 ? 

6. 设 已 是 2.44 所 作 的 Cantor 集 . 设 太 是 [0，1] 上 的 有 界 实 函数 ， 它 在 了 
以 外 的 每 点 连续 ， 试 证 在 [0，1] 上 FE 急 提示 : 卫 能 被 有 限 个 开 区 间 盖 住 ， 这 
些 区 间 的 总 长 可 以 任意 小 ， 照 定理 6. 10 那样 处 理 . 

7 假定 了 是 (0，1- 上 的 实 函数 ， 对 于 每 个 c>0， 在 [c，1] 上 JE 久 定义 


| reodr= lim| rcodz 


只 须 这 极限 存在 (而 且 是 有 限 的 ). 

(a) 若 是 在 [0，1] 上 Fe 2, 证明 这 定义 和 旧 定 义 相同 . 

(b) 作 一 个 函数 /， 使 上 述 的 极限 存在 ， 然 而 用 | /| 换 了 了 这 极限 便 不 
存在 . 

8， 假 车 a 是 固定 的 ,5 是 大 于 a 的 任意 数 ， 在 [ob 上 /ER 定义 


“fendzr = Jim[ findz, 
].rwr | 


只 要 这 极限 存在 (而 且 是 有 限 的 )， 这 时 便 说 左 端的 积分 收 化 ， 如 果 把 换 作 
1 7 1 它 仍 然 收敛 ， 就 说 它 绝对 收敛 
假定 /(z) 宝 0， 并 且 在 [1，o] 上 单调 递减 ， 试 证 


| rpdz 
收敛 ， 当 且 仅 当 
Dm 


收敛 (这 是 关于 级 数 收敛 性 的 “积分 "检验 法 ) 
9、 证 明 分 部 积分 有 时 能 用 于 习题 7. 8 所 定义 的 “ 非 正常 "积分 ( 列 出 适当 的 假 
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设 ， 编 成 定理 ， 再 加 以 证 明 )， 例如 证 明 


ecosr sinz 
| Dd = tz 


证 明 这 两 个 积分 之 中 有 一 个 绝对 收敛 ， 另 一 个 则 不 然 - 
10. 设 户 与 9 都 是 正 实数 ,满足 


证 明 下 列 各 命题 : 
(a) 假 若 xu 汪 0， 且 过 0， 那么 


当 且 仅 当 沁 一 w 时 等 号 适用 . 
(b) 假 若 FE 2a)，gE3Ha)，f>>0，g8 三 0， 而且 
frei Jee 
那么 
[ewe 

(假若 /与 8 是 属于 Ne) 的 复 值 函数， 那么 
ye jp 了 
(free < i ts rao) 人 ra 


这 是 Holder 不 等 式 ， 当 p= 二 9 二 2 时 ， 寻 常 叫 做 Schwarz 不 等 式 (注意 定理 1. 35 
是 这 不 等 式 的 极 特别 的 情形 ). 

(d) 证 明 Halder 不 等 式 对 于 习题 7. 8 所 说 的 “ 非 正 常 " 积 分 也 真确 

11. 设 a 是 [a，6] 上 固定 的 递增 函数 ， 对 于 uwE 负 (a) 定 义 


Mul = {fura). 
候车 /，g，hE A(a)， 像 定理 1.37 的 证 明 里 屠 样 ， 作 为 Schwarz 不 等 式 的 推论 ， 
证 明 三 角形 不 等 式 
We 17 一 ella 二 Hg Al 


12， 沿 用 第 11 题 的 记号 ， 假 定 fE 2(c)， 并 且 s>0. 证 明 在 [a， 61 上 存在 
着 连续 函数 g 满足 | f 一 g :<e. 
提示 : 设 P={z，…，z} 是 La， 门 的 一 个 适当 的 分 法 ， 如 果 zi-1 ti， 
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枯 放 


EC) 一 fs) + Ef) 


13. 定义 


f(r)= sina 


(a 求证 z>0 时 1/(z) | < 
提示 : 置 书 =“， 再 分 部 积分 以 证 /(z) 等 于 


cos(z) _ cos[(z+1)°] 2 cosu qu 
2z 2Cz 寺 1) 2 du 


用 一 1 代替 cosu. 
(b) 证 明 


2zf(x) = cos(x*) 一 cos[(z 十 1)3] 十 r(Cz)， 


其 中 | r(z) | <c/z， 而 < 是 常数 . 
(c) 求 zxF(z) 当 z-*co 时 的 上 、 下 极限 . 


(Cd) since)dr 收 伍 吗 ? 
14， 同 样 地 讨论 
a 
Hp = sin(e Ya 
求证 
e| fm 1<2 


和 
erjF(z) = cos(er) 一 ce cos(e™) +r(z), 


其 中 | r(z) | 一 Ce ，C 是 某 个 常数 . 


15. 假设 上 是 La， 纪 上 的 连续 可 微 的 实 函数 ，F(a) 一 7(0) 一 0， 并 且 


[ro =1 
求证 
» 
reporcodz 一 人 


fcrcoT7ar， [reodz> 填 
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16. 对 于 1<s 二 oo, 定义 


1 


pe 


ro = 5 
(这 是 Riemann 的 《 函数， 在 研究 质数 的 分 布 时 极为 重要 ). 
求证 

(a)g(s) = | Baz, 


和 
‘5 = sd, 
其 中 [zx] 表示 不 大 于 z 的 最 大 整数 . 


证 明 (b) 里 的 积分 对 于 一 切 ;>0 收敛 . 

提示 : 为 了 证 明 (a) 可 以 求 [L1，N] 上 的 积分 与 定义 $5) 的 级 数 的 第 N 个 部 分 
和 之 差 . 

17. 假定 a 在 [a,， 幻 上 单调 递增 ，g 连续 ， 而 且 对 于 a<x<b,，g (7) 二 
G'(z). 求 证 


» s 
Pang nadr = G(b)a(b) 一 G(a)a(a) 一 | Gda. 


提示 : 取 实 的 g 无 损 于 一 般 性 .给 定 P 三 { 石 ，zTi…*，)， 选 HE (zs) 
使 8(4)Az 二 Glz,) 一 G(z-1). 证 明 


Dalr) gdAz, — Gbalb) 一 G(a)a(a) 一 Gx) Ma 
气 1 


18. 设 复 平面 里 的 曲线 7 ，7Y:，7;， 是 由 
ND = ey) = ,ND) = 
定义 在 [0，2x] 之 上 的 . 求证 这 三 个 曲线 的 值 域 相同 ,7 与 六 为 可 求 长 ，X 的 
长 是 2x，Y; 的 长 是 4r， 而 为 不 可 求 长 
19. 设 是 定义 在 [ec， 门 上 的 R* 里 的 曲线 ; $ 是 把 Cc，dj 映 满 La，5] 的 连 
续 1-1 映射 ,而 $(c) 二 a; 再 定义 Ys) 二 ($5))。 求 证 7: 是 弧 ， 是 闭 曲 线 或 是 
可 求 长 曲线 当 且 仅 当 为 也 是 这 样 的。 证 明 7: 与 %m 的 长 相同 . 


prasint 1/ 0) 
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虽然 下 面 的 多 数 定理 以 及 它们 的 证 明 不 难 推广 到 向 量 值 函 数 ， 甚 至 推广 到 映 
入 一 般 度 量 空 间 之 内 的 映射 但 在 这 一 章 里 ， 我 们 只 限于 讨论 复 值 函 数 (自然 ， 
它 包括 实 值 函数 )。 我 们 宁愿 停止 企 这 个 简单 范围 之 内 ， 为 的 是 把 注意 力 集中 在 
最 重要 的 方面 一 一 调换 两 个 极限 过 程 时 出 现 的 若干 问题 . 


主要 问题 的 讨论 
7.1 定义 假设 z=1，2，3，…，{ 刀 ) 是 一 个 定义 在 集 巨 上 的 函数 序列 ， 
租 假 设 数列 { 7,(z)} 对 于 每 个 <E 巨 收敛 ， 我 们 便 可 以 由 
f(x)= lim/f.(7) (r€E). (1) 
确定 一 个 函数 三 


这 时 候 ， 我 们 说 { 户 } 在 巨 上 收敛 ， 并 且 了 是 { 态 } 的 极限 或 极限 函数 ， 有 时 
也 用 一 个 带 一 点 描述 性 的 术语 ， 即 : 如 果 (1) 成 立 ， 就 说 “在 EE 上 {f,} 逐 点 收敛 于 
/”"， 类 似 地 ， 如 果 对 于 每 个 EE，f,(z+) 收 伍 ， 并 且 如 果 我 们 定义 


(rz) = Df (rE€E), (2) 


人 二 
便 说 隐 数 了 是 级 数 三 六 的 和 - 

出 现 的 主要 问题 是 ， 在 极限 运算 (1) 与 (2) 之 下 ， 判 断 函 数 的 一 些 重要 性 质 是 
否 能 够 保留 下 来 ， 例 如 ， 假 如 函数 f. 都 是 连续 的 ， 或 可 微 的 ， 或 可 积 的 ， 这 些 
性 质 对 于 极限 函数 是 不 是 也 成 立 ? /与 了 或 ,的 积分 与 了 的 积分 之 间 的 关系 是 
什么 ? 

所 谓 了 在 工 点 连续 ， 即 是 说 

lim f (2) = f(z). 
因此 ， 问 一 个 连续 函数 序列 的 极限 是 否 连 续 ， 就 等 同 于 问 是 否 
lim lim f.(2) 一 lim lim 太 Co， (3) 


换 句 话说 ， 执 行 这 两 个 极限 过 程 的 次 序 是 否 无 所 谓 ， 在 (3) 式 的 左 端 ， 我 们 先 让 
mco， 然 后 让 :x; 在 右 端 ， 先 是 >r， 然 后 n>oo. 

现在 ， 我 们 用 几 个 实例 说 明 两 个 极限 过 程 一 般 不 能 互相 交换 而 不 影响 最 后 结 
果 . 然后 证 明 在 某 些 条 件 下 ， 两 个 极限 运算 的 次 序 是 无 所 谓 的 . 

第 一 个 也 是 最 简单 的 例子 ， 涉 及 一 个 “双重 序列 ”. 

7.2 例 m=1,， 2，3，…，n 一 1，2，3，…， 置 
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那么 对 于 每 个 固定 的 mn， 


ma 


于 是 


lim lims。,。 = 1. (4) 


另 一 方面 ， 对 于 每 个 固定 的 m. 
limsm.» 一 0， 


于 是 


7.3 例 设 z 是 实数 ，z 一 0，1，2，…， 


= 9 
A EE 
试看 
_ _ 
f(z) = Df) 2 dey (6) 


由 于 /.(0)=0, 便 应 该 f(0) 二 0， 当 z 天 0 时 ，(6) 式 中 最 末 的 级 数 是 收敛 的 几何 
级 数 ， 以 1 十 x? 为 和 (定理 3. 26)， 因 此 ， 
(z=0), 


0 
| (0) 
1 十 zz (zz 关 0)， 


f(z)= 


所 以 ， 连 续 函 数 的 收敛 级 数 可 以 有 不 连续 的 和 . 
7.4 例 mm=1，2，3，…， 置 


fz) = lim(cosm!lnzr)™. 


当 m! xz 是 整数 时 ，f,(z) 二 1， 对 于 一 切 其 他 工 值 ，f/m(X) 二 0， 现 在 令 
fz). 


当 工 是 无 理 数 时 ， 对 于 每 个 由 值 ， 记 (z) 二 0， 因 而 f(z) 一 0; 当 工 是 有 理 数 时 ， 
比如 说 ety 这 里 Pp 和 9g 是 整数 ;这 时 如 果 nw 之 q，m! 工 便 是 整数 ， 于 是 
f(z)=1. 因 此 

0 (zx 是 无 理 数 )， 


lim lim(cosm!xz)™ = (8) 


ee 1 (z 是 有 理 数 ). 
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因此 就 得 到 了 一 个 处 处 间断 的 极限 函数 ， 它 不 是 Riemann 可 积 的 (第 6 章 ， 习题 4). 
7.5 例 设 z 是 实数 ，n 一 1，2，3，…， 


f.(7) = so, (9) 
Va 


m 
于 是 

f(7) = limf, (x) = 0. 
那么 六 (zx)=0， 另外 oe 

f(z) = Vncosnr, 
所 以 ，{f) 不 收敛 于 六， 例如 ， 当 no 时 ， 


f.(0) = 人 一 十 co 


而 广 (0)=0. 
7.6 例 设 0<zr<l, n=1, 2, 3, …. 令 
f(z) = mr 一 妇 ) (10) 
对 于 0 一 zx 生 1， 根 据 定理 3. 20(d) 
Jim foCz) 一 0， 
又 因为 六 (0)=0， 所 以 
limf.(z) =0 (0 入 z 委 1). (11) 


略 加 计算 就 能 证 明 
ae 二 
| za-z )"dr = PE 
因此 ， 虽 然 有 (11) 式 ， 但 是 当 ”~co 时 ， 
， 
| reodz -下 
如 果 在 (10) 式 中 用 代替 wn*，(11) 式 仍然 成 立 ， 但 是 现在 得 到 的 是 
加 一面 秆 2 一 
| imrcoldz=o 


所 以 ， 积 分 的 极限 和 极限 的 积分 ， 即 使 两 者 都 是 有 限 的 ， 也 未 必 相等 . 
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这 些 例题 说 明 ， 如 果 粗 心地 对 调 了 两 个 极限 过 程 会 错误 到 什么 样子 鉴于 这 
一 点 ， 我 们 定义 一 个 新 的 收敛 方式 ， 它 比 定 义 7. 1 中 规定 的 逐 点 收敛 性 要 强 些 . 
这 种 新 的 收敛 方式 能 使 我 们 达到 正面 的 结果 . 


一 致 收敛 性 


7.7 定义 如 果 对 每 一 个 ec>>0， 有 一 个 整数 N， 使 得 x 宇 N 时 ， 对 于 一 切 
XEE, 成 立 
1 jz) 一 Fz) |<e (12) 


我 们 就 说 ， 了 两 数 序 列 {f,}，n 二 1，2，3，…， 在 EE 上 一 致 收敛 于 函数 f. 

显然 ， 每 个 一 致 收敛 序列 一 定 逐 点 收敛 .很 明显 ， 这 两 个 概念 之 间 的 差异 在 
于 : 如 果 {/,) 存 EE 上 逐 点 收 合 ， 那 便 存 在 着 这 样 的 函数 f， 它 对 于 每 个 e>>0， 又 
对 于 每 个 EE， 有 一 个 整数 N， 如 果 ">N，(12) 式 就 成 立 ， 这 里 的 既 依赖 
于 e， 又 依赖 于 rz， 如果 : 太 } 在 已 上 一 致 收敛 ， 便 对 于 每 个 e>0， 能 够 对 于 一 切 
xE 忆 ， 找 出 一 个 整数 N， 当 nn 之 N 时 ，(12) 式 成 立 . 

级 数 /,(z) 的 部 分 和 ， 规 定 为 


DD = (7) 


如 果 部 分 和 序列 is,) 在 巨 上 一 致 收敛 ， 我 们 就 说 级 数 2f,(z) 在 E 上 一 致 收敛 . 
下 面 是 关于 一 致 收敛 性 的 Cauchy 准则 : 
7.8 定理 定义 在 已 上 的 函数 序列 { 矿 } 在 巨 上 一 致 收 仇 ， 当 且 仅 当 : 对 于 
每 个 E>0， 存 在 着 一 个 整数 N， 使 得 mm 二 N，n>N 和 XEE 时 ， 成立 
| f(x7)— fn(7) |<e. (13) 


证 假设 {/,) 在 EE 上 一 致 收敛 并且 令 / 是 极限 函数 .那么 ， 有 一 个 整数 
N， 使 得 n 宇 N 和 xEE 时 成 立 


1 f(D -f(z) |< 


于 是 nN, m 宇 N,， zrEE 时 
(ACACONE IPA LA 
反之 ,假设 Cauchy 条 件 成 立 ， 根 据 定理 3. 11， 序 列 {/,} 对 于 每 个 + 收 全 于 
-个 极限 ， 我 们 可 称 它 为 /(z). 于是， 序列 {f.) 在 EE 上 收敛 于 .我 们 必须 证 


明 这 个 收敛 是 一 致 的 - 
假设 给 定 了 e>>0， 再 选 定 使 (13) 式 成 立 的 N， 在 (13) 里 把 n 固定 了 ， 而 让 
mo0. 由 于 当 m 习 吕 时 ，f“(z) 习 f(z)， 这 就 得 到 了 对 于 个 个 x 之 N 和 个 个 


函数 序列 与 函 教 项 级 缆 133 


了 EE 都 能 适用 的 
1 六 (z) 一 Frz) se (14) 
这 就 完成 了 证 明 . 
下 面 的 判别 准则 往往 有 用 : 
7.9 定理 假设 
limf,(z) = f(x) (zr€ EE). 
今 


一 sup LEtr) = £02) 
那么 ， 在 上 /六 /是 一 至 的 ， 当 且 仅 当 : n>00 时 ，M, 一 0. 
这 是 定义 7.7 的 直接 结果 .证 明 从 赂 . 
对 于 级 数 ， 有 一 个 判别 一 致 收敛 性 十 分 方便 的 方法 ， 它 归功 于 Weierstrass. 
7.10 定理 假设 {f,} 是 定义 在 玉 上 的 画 数 序列 ， 并 且 ， 假 设 


| fsCz) I<M, (rE E,n= 1,2,3,.). 


如 果 三 M, 收敛 ， 那么 ，Zf, 便 在 上 一 致 收效 . 

注意 ， 并 没有 说 它 的 逆 命 题 怎样 (而 实际 上 是 不 真 的 ). 

证 ”如果 2M, 收敛 ， 那 么 ， 对 于 任意 的 se>0， 只 要 普 和 ?都 充分 地 大 ， 便 
能 够 


| 立 reo|< FM, <e (xr €E), 


根据 定理 7. 8， 就 得 出 一 致 收敛 性 . 


一 致 收敛 性 与 连续 性 
7.11 定理 假设 在 度量 空间 内 的 集 区 上 /。 一 至 收 化 于 f, 设 工 是 下 的 极 
限 点 ， 青 假设 
limf.(D) = A, (n= 1,2,3,.). (15) 


那么 1A,} 收 仇 ， 并 且 
lim f (1) = limA,. (16) 


换 句 话说 ， 这 结论 就 是 
lim limf, (2) = lim lim f, C0). (17) 


证 ”假设 给 定 了 e>>0， 按 { 矿 } 的 一 致 收 剑 性 ， 存 在 着 N， 使 得 n 宇 N, m 宇 N 
和 +EE 时 成 立 
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[A (18) 
在 (18) 式 中 ， 让 :xz， 得 到 的 是 ， 当 n 宇 N, m 宇 N 时 
14. 一 4A。 |<e 
于 是 {A.} 是 Cauchy 序列 ， 央 而 收 贫 ， 比 如 说 收 分 于 A. 
其 次 
1 FoD 一 AI 和 17GD 一 乒 (O 1+1 7 一 A. 1 十 | A. 一 A1. (19) 


先 选取 mn， 要 求 对 于 一 切 上 GE 下 使 得 
| Fo 一 大 (D I< 生 (20) 


(根据 一 致 收敛 性 ， 这 是 能 做 到 的 )， 并 且 使 得 


14. 一 Al< 生 . (21) 


然后 对 于 这 个 mw， 选取 z 的 一 个 邻 域 V， 使 得 :EV 站 E，t 隋 能 保证 


1 7.D 一 A。 | 入 三 (22) 


将 (20) 到 (22) 的 三 个 不 等 式 代 入 (19) 式 ， 结 果 就 是 : 只 需 上 EV 站 E，: 天 z 
便 有 
1 GOD 一 Ai 入 e 


这 和 (16) 式 等 价 . 

7.12 定理 如 果 { 太 ) 是 下 上 的 连续 函 教 的 序列 并 且 在 下 上 ， 矿 一致 收 
效 于 f， 那么， 三 在 已 上 连续 . 

这 个 非常 重要 的 结果 是 定理 7. 11 的 直接 推论 . 

它 的 逆 命 题 不 真 ， 也 就 是 说 ,虽然 收敛 不 是 一 致 的 但是， 一 个 连续 函数 的 
序列 也 可 以 收敛 于 一 个 连续 函数 .例题 7. 6 就 属于 这 一 类 (为 看 清 这 一 点 ， 需 要 
应 用 定理 7.9). 但是， 有 一 种 情形 ， 我 们 可 以 断定 逆 命题 是 正确 的 : 

7.13 定理 假定 K 是 紧 集 并且 

(a) {/.) 是 K 上 的 连续 函数 序列 ， 

(b) {f,) 在 K 上 逐 点 收 化 于 连续 函数 人， 

《ce) 对 于 一 切 TEK 和 n=1, 2,，3, f(T) 之 f+1(7). 
那么 在 K 上 太一 三 是 一 致 的 

证 令 g,=/, 一 f 于 是 g, 是 连续 的 ， 在 每 点 上 8 一 0 并 且 gr 之 Br-1， 现在 
要 证 明 g, 在 K 上 一 致 收敛 于 0. 

假设 给 定 了 e>0， 假 设 K, 是 使 g.(z) 二 e 的 一 切 zEE 的 集 ， 由 于 g， 连续 ， 
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那么 K, 是 闭 的 (定理 4.8)， 所 以 是 紧 的 (定理 ?2.35)。 由 于 g, 之 gn+:， 我 们 得 到 
K, 二 K。 固定 了 xzE€K. 由 于 g, (zx)-*0， 我们 知道 只 需 n 充分 大 ， 便 能 使 
ZX 医 K,, 所 以 x4 门 K,.. 换 句 话说， 门 K, 是 空 的 ， 从 而 对 应 于 某 个 N 的 Ks 是 空 
的 (定理 2. 36)， 必然 对 于 一 切 xEK 和 一 切 x 宝 N， 有 0<g.(z)<e， 这 就 证 明 
了 这 定理 . 

注意 紧 性 是 必 不 可 少 的 .例如 : 


无 (z) = (0 一 z 一 1 7 一 1,2,3，) 


ep 
nr+l 
在 (0，1) 里 几 (z) 单 调 地 趋 于 零 ， 然 而 不 是 一 致 收敛 . 

7.14 定义 如 果 X 是 度量 空间 ，%(X) 就 表示 以 X 为 定义 域 的 复 值 连续 有 
界 函 数 的 集 . 

[注意 ， 如 果 X 是 紧 集 ， 有 界 性 就 是 多 余 的 (定理 4. 15)， 所 以 如 果 X 是 紧 
集 ，€(X) 就 由 X 上 的 一 切 复 值 连续 函数 组 成 . ] 

我 们 给 每 个 fE &(X) 配 置 上 它 的 上 确 范 数 


1f1 = sup | f(z) |. 


因为 假定 了 /是 有 界 的 ， 那么 | 二 >， 显然 只 有 当 f(z) 二 0( 对 于 每 个 EX) 
时 ， 才 有 上 /1 二 0 如果 h 三 f 十 g， 那 么 对 于 一 切 EX， 


lhlz) | 委 | Foz) 1+1gCz) I< HFN+ lal 
所 以 
ls+el <HAI+lel. 


如 果 定义 /EX) 与 gE CX) 之 间 的 距离 是 1 7 一 5 | ， 那 么 它 就 满足 关于 
度量 的 公理 2. 15. 

于 是 我 们 使 6(X) 变 成 了 度量 空间 . 

定理 7. 9 可 以 重 述 为 

对 于 B(X) 的 度量 来 说 ， 序 列 {f,) 收 化 于 f， 当 且 仅 当 六 在 X 上 一 致 收效 于 


因此 WX) 的 闭 子 集 有 时 叫做 一 致 朋 的 ， 集 4C&(X) 的 闭 包 叫做 它 的 一 致 轩 
包 ， 等 等 . 

7.15 定理 上 边 说 的 度量 使 得 E(X) 变 成 了 完备 度量 空间 . 

证 设 {f,) 是 X) 里 的 Cauchy 序列 .这 就 是 说 ， 对 应 于 每 个 e>0 有 一 个 
NN 使 得 | f, 一 fl <e 在 n 宇 N 及 mn 之 N 时 成 立 ， 于 是 根据 定理 7. 8 有 一 个 函数 
f， 它 以 X 为 定义 域 , 而 {f,) 一 致 收 化 于 它 。 根 据 定理 7. 12，/ 是 连续 的 不仅 
如 此 ， 由 于 总 有 一 个 ,使 得 1 f(x) 一 f.(z) | 二 1 对 于 一 切 EX 成 立 ， 而 九 
又 有 界 ， 那么 f 是 有 界 的 . 
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所 以 FE “6(X)， 而 且 由 于 /在 XX 上 一 致 收 仇 于 太 ， 那 么 当 m ec 
时 17 一 疡 小 一 0， 


一 致 收 生 性 与 积分 
7.16 定理 设 a 在 [4， 四 上 单调 递增 ， 假定 在 [a, 上 太 E 2(a)，n 一 1， 
2，3，*…， 再 假定 在 [a, 5] 上 万 一 三 是 一 致 的 ， 那 么 在 [La，b 上 FE Ge) ， 而 且 


[ra 去 lim| 六 de (23) 
(极限 的 存在 性 是 本 结论 的 一 部 分 . ) 
证 “只 对 于 实 函数 证 明 这 定理 就 够 了 ， 令 
€ = sup| f(z)— fz) 1, (24) 
这 上 确 界 是 在 ec<x<5 上 取 的 这 时 
fe SISfte, 
所 以 /的 上 下 积分 (参阅 定义 6. 2) 满 足 
[A (25) 
从 而 
0< a ffde < ,fad 一 ao] 


由 于 mce 时 ，e 一 0( 定 理 7.9)， 可 见 了 的 上 下 积分 相等 . 
所 以 fE 9(a)， 现 在 再 一 次 运用 (25)， 就 得 到 


[rea =f ssl< eta -oo]. (26) 


因此 (23) 成 立 . 
推论 假若 在 [a,b] 上 /.ERUa)， 而 且 


f(r) = Br (过 和 四， 
这 级 数 在 [a，b] 上 一 致 收敛 ， 则 
fae = Bhs. 
换 名 话说， 这 级 数 可 以 逐 项 积分 - 


一 致 收敛 性 与 微分 
从 例题 7. 5 已 经 知道 ,由 { 记 } 的 一 致 收敛 不 能 推出 序列 {f) 的 什么 性 质 ， 当 
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太一 时， 为 了 断定 太一 三 需要 有 较 强 的 假设 . 

7.17 定理 假设 { 记 } 是 [ae， 拉 上 的 可 微 函 数 序 列 ， 并 且 [a， 人 上 有 菜 点 x。 
使 {f,《z6o)) 收 化 .如 果 {f) 在 [a, 的 上 一 致 收效 ， 那 么 { 太 } 便 在 La， 的 上 一 致 收 
效 于 某 函 数 f; 并 且 


JJ (z) 一 limf.(z) (a<re). (27) 
证 假设 给 定 了 se>0， 选 取 一 个 N 要 它 使 得 当 n 宇 N 与 m 宇 N 时 有 


1 fz) 一 f(zo) |< 名 (28) 


1 一 六 (01 天 


€ 


(a<it<b). (29) 


2(b—a) 


假如 把 中 值 定理 5. 19 用 于 函数 f, 一 fs， 那 么 由 (29) 式 可 以 说 明 ， 当 "之 N、 
m 宇 N 时 ， 对 于 [a,，65] 上 任意 的 + 与 1:， 有 


a 二 1z 一 :le 一 < 
| Hz 一 所 (人 一刻 (十 万 (D LS goa < (30) 
根据 (28) 与 (30) 知 道 不 等 式 
| sz) 一 f.(z) | 区 1 JsCz) 一 /zz) 一 六 (za) 十 大 Czo) 1 
十 | fs(zro) — falzo) | 
意味 着 
1 fz) 一 六 (rz) |<e (Arbn> Nm>N), 
于 是 {f,} 在 [a，b] 上 一 致 收 合 . 令 
Ar) =limf lr) (a<r<bh. 
现在 在 [a，5] 上 固定 一 点 +， 并且 对 于 at<b，1 关 zz 定义 
$= LOEhD, go = CD 一 7 31) 
t—z tI 
那么 ， 
limg,(D) = f(x) (n= 1,2,3,.."). (32) 


(30) 里 的 头 一 个 不 等 式 表明 


1 一 (2) I< (n> Nm N), 


Ee 
2(6 一 a) 


于 是 {加} 对 于 at 过 5b，t 关 x 一 致 收敛， 又 因为 { 矿 } 收 和 伍 于 f， 那 么 由 (31) 可 以 
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断言 ， 对 于 ao 委 二 6，: 夭 z 一 定 
lim$, (2 = $(0) (33) 
一 致 地 成 立 . 
如 果 现 在 把 定理 7. 11 用 于 {办 )}，(32) 与 (33) 式 表明 
limg(n) 一 limf" 7); 
根据 $() 的 定义 ， 这 就 是 (27) 式 . 
评注 ”如果 在 前 面 的 假设 条 件 之 外 ， 再 添上 /的 连续 性 ， 就 可 以 根据 定理 


7. 16 和 微 积分 基本 定理 ， 给 (27) 式 做 一 个 短 得 多 的 证 明 . 
7.18 定理 实 册 上 确 有 处 处 不 可 征 的 实 连续 函数 . 


证 定义 
zz) =1zl (1<z<1) (34) 
青 要 求 
pz 十 2) = 9(z). (35) 
以 将 P(z) 的 定义 扩展 到 所 有 实数 zx， 那么 对 于 一 切 * 与 4 
| 9) — 9 | 过 | :一 上 (36) 
特别 地 9 在 R' 上 连续 .定义 
f(z) = (3) re. (37) 


由 于 0 委 gp 和 1， 定 理 7.10 表明 ,级 数 (37) 在 R' 上 一 致 收敛 ， 根据 定理 
7.12，/ 在 R' 上 连续 . 
现在 固定 一 个 实数 工 和 一 个 正 数 m， 令 


1 i 
二 土 二 。4" 38. 
,= 土 2 4 (38) 


车 中 的 符 池 可 法 各 让 4 与 4"(X 十 6.) 之 间 没有 整数 ， 这 一 定 能 做 到 ， 原 因 是 
4" | 6。 | 三友. 定义 


= SC (39) 


当 n>m 时，4"6。 是 偶数 ， 所 以 7, 二 0， 当 0<n<m 时 ，(36) 意 味 着 17, | 入 人 
由 于 | 7 | = 二 4"”， 我 们 可 以 断定 


{t=/9|- | 宇 (3) 了 |>s ss +. 


Ed 
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当 m>oo 时 ，6。0， 所 以 在 工 点 不 可 微 . 
等 度 连 续 的 函数 族 


从 定理 3. 6 已 经 知道 ， 每 个 有 界 的 复数 序列 必 有 收敛 的 子 序 列 ， 于 是 发 生 一 
个 问题 : 关于 函数 序列 ， 类 似 的 结论 是 否 仍然 正确 。 为 了 把 问题 说 得 更 确切 ， 我 
们 定义 两 种 有 界 性 . 

7.19 定义 令 { 矿 } 是 定义 在 集 已 上 的 函数 序列 . 

我 们 说 { 九 } 在 巨 上 逐 点 有 界 ， 如 果 对 于 每 个 xE 天 ， 序 列 { 矿 (z)} 是 有 界 的 . 
也 就 是 说 : 如 果 存 在 着 一 个 定义 在 忆 上 的 有 限 值 函数 $， 使 得 


[f(t <8r) (reE 巨 中 一 1,2,3,). 
我 们 说 {/,) 在 E 上 一 至 有 界 . 如 果 存在 着 一 个 数 M， 使 得 
[f(D I<M (rE€ En=1,2,3,.%). 


如 果 {/,} 在 EE 上 逐 点 有 界 ， 并且 E 是 下 的 一 个 可 数 的 子 集 ， 便 总 能 找到 一 
个 子 序列 {f,, }， 使 得 {f,,(z)} 对 于 每 个 TE E, 收敛， 根据 定理 7. 23 的 证 明 中 所 
用 的 对 角 线 手法 ， 这 点 总 可 以 做 到 . 

然而 ， 即 使 { 太 } 是 某 个 紧 集 巨 上 一 致 有 界 的 连续 函数 序列 ， 也 未 必 有 在 EE 
上 逐 点 收敛 的 子 序列 .在 下 面 所 设 的 例题 里 ， 如 果 用 我 们 现 有 的 知识 来 证 明 这 个 
事实 将 是 十 分 麻烦 的 ， 但 是 如 借助 于 第 11 章 的 一 个 定理 ， 证 明 就 十 分 简单 . 

7.20 例 令 


f(T)= sinnr (0<rE2rn= 1,2,3,..). 


假设 有 一 个 数列 {n.)， 使 得 {sinnsx} 对 于 每 个 了 E50，2x] 收 敛 ， 这 时 候 ， 必 然 


lim(sinmr — sinnm7z) =0 (0<7re2n); 
hm 


由 此 


limCsinmz — sinnenz)* =0 (0 < x <2n). (40) 
根据 关于 有 界 收敛 序列 积分 的 Lebesgue 定理 (定理 11. 23). (40) 意 味 着 
im| csinmz 一 sinnuz)zdz = 0. cD 
但 是 由 简单 计算 得 到 
[simmer — sinnm a)’dr = 2x, 


这 与 (41) 式 矛盾 . 
另 一 个 问题 是 ， 每 个 收敛 序列 是 否 含有 一 致 收敛 的 子 序列 .下 一 个 例题 说 
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明 ， 这 不 是 必然 的 ;即使 序列 在 一 个 紧 集 上 一 致 有 界 ， 也 是 这 样 . (例题 7. 6 表 
明 ， 有 界 栅 数 序列 可 以 收敛 而 不 一 致 有 界 .但 是 有 界 函 数 序列 的 一 致 收敛 性 包含 
着 一 致 有 界 性 ， 却 是 显而易见 的 . ) 
7.21 例 设 0<zr<1l, n=1, 2, 3,… 
2 


a 巡 ， < 
n= FF 


那么 | f.(x) | 1， 于 是 {/.} 在 [0，1] 上 一 致 有 界 . 还 有 
limf,(2) =0 (0<r<D), 


可 是 
f(T)=1 m= 12,3.0), 


因此 ， 没 有 子 序列 能 在 [0，1] 上 一 致 收 伊 . 

关于 这 情形 所 需要 的 概念 是 等 度 连续 ， 下 面 就 是 它 的 定义 . 

7.22 定义 /是 定义 在 度量 空间 X 内 集 E 上 的 函数 ,3 是 的 族 .说 9 在 
尼 上 等 度 连续 ， 就 是 说 对 于 每 个 se 二 0， 存 在 着 一 个 83>0， 只 要 d(z，y) 一 0， 
XEE,yEE 及 /EF 就 能 使 得 


1f(2D)—f(y) 1<e 


这 里 d 表示 X 的 度量 . 

显然 ， 等 度 连续 族 的 每 个 函数 是 一 致 连续 的 

例 7. 21 中 的 函数 序列 不 是 等 度 连 续 的 

一 方面 是 等 度 连续 性 ， 另 一 方面 是 连续 函数 的 一 致 收 伊 性， 双方 之 间 有 十 分 
密切 的 关系 。 定理 7. 24 与 7. 25 将 要 说 明 这 一 点 ， 但 是 需要 先 说 一 下 与 连续 性 无 
关 的 选择 法 . 

7.23 定理 假若 { 太 } 是 在 可 数 集 已 上 逐 点 有 界 的 复 值 函 教 序列 ， 那 么 { 7 
便 有 于 序列 (/,，)， 使 得 {/,，(X)) 对 于 每 个 EE 收 仇 . 

证 设 {(z)，i=1，2，3，…， 是 由 巨 的 点 排 成 的 序列 ， 既 然 { 几 (zi))} 有 
界 ， 便 存在 着 一 个 子 序列 { 有 i.) 使 得 {fi..(T1)) 当 >o0 时 收敛 . 

现在 ， 我 们 筹 画 一 个 可 以 用 阵列 写 出 来 的 序列 S ，S:，S，…， 


S fi fz fis fu 
Sa: for faz fis fa 
Ss: fas fa fos fa 


要 求 它们 有 下 面 这 些 性 质 : 
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(a) 对 于 "一 2，3，4，…，S. 是 S。, 的 子 序列 ， 

(b) 当 &~ce 时 ，{ ezo)} 收 敛 ({ 太 (zs 站 的 有 界 性 保证 能 按 这 方法 选取 
5S.); 

(c) 在 每 个 序列 里 函数 出 现 的 先后 是 一 样 的 。 即 是 说 ， 如 果菜 函数 在 S, 中 位 
于 男 一 个 清 数 之 前 。， 那 么 ， 它 们 便 在 每 个 S, 中 保持 同样 的 位 置 关系 ， 一 直到 其 
中 有 一 个 函数 被 去 掉 为 止 。 因此， 从 上 述 阵列 的 某 行 过 渡 到 下 一 行 时 ， 函 数 可 以 
向 左 移动 。 而 决 不 能 向 右 移动 . 

现在 取 阵 列 的 对 角 线 上 的 这 列 函 数 ， 即 是 考虑 序列 


S， 太 Pa fas fos 


根据 (c)， 序 列 S( 可 能 要 去 掉 它 的 前 n 一 1 项 ) 是 S, 的 子 序列 ，n 一 1，2，3，… 
因此 ， 由 (b) 得 出 no 时 {/,.,(zI,)} 对 于 每 个 z,EE 收敛 . 
7.24 定理 如 果 K 是 紧 度量 空间 ，/.E 了 (CK), n 二 1，2，3，*…， 而 且 
1f,) 在 K 上 一 臻 收效， 那么 {f,} 便 在 K 上 等 度 连 续 . 
证 假设 给 定 了 e>>0， 既 然 {f,) 一 致 收敛 , 便 有 正 整 数 N 使 得 
If.—fyl <e (n>N). (42) 


(参阅 定义 7. 14)， 由 于 紧 集 上 的 连续 函数 一 定 一 致 连续 ， 所 以 有 一 个 80， 
使 得 


| jz) 一 Fo) 1<e (43) 


只 要 1<i<N, 而 且 dz，y) 一 和. 
若是 nN 而且 d(x，y)<<8， 就 应 该 


1 sz) 一 万 (>) ISI f(z) — faz) | 二 | fu(z) — fr(y) | 
十 | f(y) — f(y) |< 3¢. 


这 和 (43) 联 合 起 来 就 把 定理 证 明了 . 

7.25 定理 假若 K 是 紧 集 ，f.E€ AK), 1 二 1,，2，3，…， 而 且 {f,) 在 K 
上 逐 点 有 界 又 等 度 连续 ， 那 么 

(a) {f.) 在 K 上 一 致 有 界 ， 

(b) {/,}) 含 有 一 致 收 化 的 子 序 列 。 

证 

(a) 假设 给 定 了 。 忆 0， 又 按照 定义 7.22 选 了 68>0， 可 以 对 于 一 切 x， 由 
d(x，y)<<6 保 证 


1f.(72)—f.(y) |<e (44) 


既然 K 是 紧 集 ， 便 有 K 里 的 有 限 多 个 点 p!，…，p,， 使 得 每 个 EK 至 少 
对 于 一 个 p, 符合 于 d(xz，p,)<5.、 既然 {f.} 逐 点 有 界 , 便 有 M; 二 0 对 于 一 切 
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有 | 万 ( 户 ) | 二 M,， 如 果 M 一 max(M，…，M-)， 那 么 对 于 每 个 xE 开 总 要 
| f(z) | 二 M+e, 这 就 把 (a) 证 明了 . 

(b) 设 EE 是 K 的 可 数 稠密 子 集 (关于 这 样 集 下 的 存在 ， 参 阅 第 2 章 习题 25). 
定理 7. 23 说 明 { 刀 } 有 一 个 子 序列 {J。 } 使 得 { 太 (z)} 对 于 每 个 zxE 巨 收敛， 

为 了 简化 记号 ， 令 f., ==g;。 现 在 证 明 {gi;} 在 K 上 一 致 收敛 . 

设 e>0， 再 照 本 证 明 一 开始 那样 取 5>0. 设 V(z，6) 是 一 切 yEK 之 合 于 
d(xr，y)<6 的 集 ， 由 于 EE 存 K 中 稠密 ,而 K 是 紧 的 , 便 有 的 有 限 个 点 工 !， 
oo 使 得 


KCV(rn ,5) U … UVCro,6). (45) 
因为 {g(x)) 对 于 每 个 了 EE 收敛 ， 所 以 有 一 个 正 整数 N 使 得 
|g (zr)—g(r) |<e (46) 


其 中 i 这 N, j>N, 1<s<m. 
如 果 rzE K，(45) 就 表示 对 于 某 个 s，zEV(z,，6)， 所 以 对 于 每 个 i 
| gi(2)—pgi(z) |<e 
如 果 这 N，)j 二 N， 从 (46) 就 应 该 有 : 
1 gz) 一 BCz) 1S) gr) — gx) | 十 | gi(z,) — gi(z,) | 


十 | g(x) — gi(7) |< 3e. 


Stone-Weierstrass 定理 


7.26 定理 如 果 / 是 [a, 妇 上 的 一 个 连续 复 函数 ， 那 么 便 有 多 项 式 P。 的 
序列 ， 使 得 
limP,(z) = f(7) 


在 [a，b] 上 一 致 地 成 立 ， 如 果 /是 实 秃 数 ，P。 可 以 是 实 多 项 式 
这 就 是 Weierstrass 最 初 发 现 的 定理 的 形式 . 
证 ”我们 可 以 假定 fa， 幻 =[0，1] 而 不 失 却 普遍 性 ， 还 可 以 假设 1(0) 二 
f(1)=0. 因为 ， 如 果 对 于 这 种 情形 证 明了 这 定理 ， 然 后 考虑 
g(z) = Frz) 一 F0) 一 z[LFGD 一 fo] Ore). 


这 里 g(0) 一 &(1) 一 0， 于 是 一 旦 g 能 作为 一 致 收敛 的 多 项 式 序列 的 极限 。 那 么 ， 
显然 /也 是 这 样 。 这 因为 /一 g 是 多 项 式 . 

此 外 ， 在 [0，1] 以 外 的 点 上 定义 (zx) 为 0。 那么 ，f 在 整个 实 轴 上 一 至 
连续 . 
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置 
QD lay n=1,2;3,), 7) 
这 里 的 c。 是 按照 
| aepdz=1 -1123 (48) 
选取 的 .我 们 需要 一 点 点 关于 c, 的 数量 阶 的 知识 .由 于 
1 1 I 
| (zx)"dr= zaraz>2| Q—z)dr 
， 
LC 4 1 
>2 a-m)dr= -> 
| 
从 (48) 知 首 
cv Vn. (49) 
上 式 中 用 到 的 不 等 式 (1 一 己 )" 过 1 一 nz: 是 容易 证 明 的 ， 这 因为 
G 一 zz)" 一 1 十 nz 
在 zx=0 时 等 于 0， 并 且 它 的 导数 在 (0，1) 内 是 正 的 . 
对 于 任意 的 6>0， 由 (49) 式 得 
Q.(z) 坟 va( 一 ?)” (<lzl 和 1l)， (50) 


于 是 在 6< | x | 全 1 中 ，Q, 一 0 一 致 地 成 立 . 
现在 令 


1 
P,(z) = fr 十 DQ.(D)dt (0 之 z 福 1). 
1 


利用 关于 了 的 假定 Lit< 一 z 及 :>1 一 工时 ，7(z 十 D) 一 0]， 再 经 过 简单 的 变量 代 


换 ， 可 以 得 到 


Pw= | 7Cz+DQ.CDd 


= [AOL XC 


并 且 上 边 最 后 一 个 积分 显然 是 关于 z 的 多 项 式 ， 于 是 ，{ P,} 是 多 项 式 序列 ， 如 果 


了 是 实 的 ， 那 么 它 也 是 实 的 - 
给 定 了 e>0， 然 后 取 680, 使 得 1 y 一 + | <8 时 有 


1 fo) 一 Arz) 1<< 村 
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设 M=sup | f(x) | . 用 (48)，(50) 和 Q.(z) 过 0 的 事实 ， 我 们 看 到 ， 对 于 0 适 z< 和 1 
以 及 所 有 足够 大 的 nn。 


| PCz) — fx) | 
<| 人 If(r+D)— fr) | QWd 
， ep 
<2M[ "Qodr+ 雪 | QWdrt+2M| acod 


<4MW(1 一 中) 十 二 < 
这 就 证 明了 本 定理 . 

对 几 个 的 值 画 出 Q. 的 图 像 是 有 益 的 。 还 要 注意 ,为 了 推导 {P,} 的 一 致 收 
和 伍 性 ， 我 们 需要 f 的 一 致 连续 性 . 

证 明定 理 7. 32 时 ， 并 不 需要 定理 7. 26 的 全 部 结果 ， 而 只 需要 下 边 这 个 特殊 
情形 ， 现 在 把 它 作为 推论 说 一 下 . 

7.27 推论 在 每 个 闭 区 间 [ 一 a, a] 上 ， 必 有 实 多 项 式 已 , 的 序列 ， 合 于 
P,(0) 二 0, 而 且 


limP.(z) 一 | xz| 


在 [一 4， uj] 上 一 致 地 成 立 . 
证 根据 定理 7.26， 存 在 着 实 多 项 式 序列 {P; }， 它 在 [一 a, a] 上 一 致 收敛 
于 | x | .特别 地 ， 当 mco 时 P; (0) 一 0， 多 项 式 


P(x)= P: (x)—P;(0) (一 1,2,3，) 


便 有 我 们 所 希望 的 性 质 . 

现在 我 们 把 多 项 式 的 一 些 能 使 Weierstrass 定理 成 立 的 性 质 摘出 来 . 

7.28 定义 我 们 称 定义 在 集 已 上 的 复 函数 族 当 为 代数 ， 如 果 对 于 一 切 
JEwgE:y 来 说 ，(Df+gES， (iiD)JgEs，(ii) 对 于 一 切 复 常数 c，cfE 忌 也 
就 是 说 ，. 对 于 加 法 、 乘 法 以 及 数 乘 是 封闭 的 .我 们 还 必须 研究 实 函数 的 代数 . 
这 时 ，(ii) 自 然 只 要 求 对 于 一 切实 数 。 成 立 . 

如 果 ( 代 数 )3 有 一 种 性 质 是 : 只 要 /,€ mn 二 1，2，3，…)， 并且 在 E 上 
帮 一 三 一 致 成 立 ， 便 有 JE 以 就 说 汶 是 一 致 闭 的 . 

设 甸 是 由 性 内 所 有 一 致 收敛 函数 序列 的 极限 函数 组 成 的 集 ， 便 称 是 忌 的 
一 致 闭 包 . 

例如 ， 所 有 多 项 式 的 集 是 一 个 代数 .因而 Weierstrass 定理 可 以 叙述 为 : 
[a， 上 的 连续 函数 的 集 是 [a，5] 上 的 多 项 式 集 的 一 致 闭 包 . 
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7.29 定理 设 男 是 有 界 画 数 的 代数 以 的 一 致 闭 包 .那么 罗 是 一 致 闭 的 
代数 . 

证 如 果 /€ 多 与 g€ 和 多, 便 有 一 致 收 伊 的 序列 (f,)、{g。) 合 于 ff、 gg， 
并 且 /,€ YA、g,€ 人 Y， 因 为 我 们 是 在 讨论 有 界 函 数 ， 那 么 不 难 证 明 


f+g. f+tg, fg fg, faref, 


这 里 c 是 任意 常数 。 每 种 情形 里 的 收敛 都 是 一 致 的 - 

因此 f+g€E 甸 ，fg€ 名 ， 且 cfE 旬 ， 于 是 甸 是 代数 . 

根据 定理 2.27， 甸 是 (一 致 ) 闭 的 . 

7.30 定义 设 是 集 E 上 的 函数 族 . 说 :能 分 离 下 的 点 ， 就 是 说 对 应 于 
每 对 不 同 的 点 zi，zzEE， 总 有 一 个 函数 fE :4， 使 得 f(x1) 关 f(x:). 

如 对 应 于 每 个 zxE 已 ， 有 一 个 函数 g€ sy， 使 得 g(z) 隆 0， 我们 就 说 ，sf 不 在 
巨 的 点 消失 ， 

所 有 一 元 多 项 式 的 代数 显然 在 R' 上 有 这 些 性 质 ， 关 于 不 能 分 离 点 的 代数 ， 
有 一 个 例子 是 所 有 偶 多 项 式 的 集 ( 比 如 说 定义 在 [一 1，1] 上 )， 因 为 对 于 每 个 偶 函 
数 /， 都 有 f/f( 一 x)=f(zx). 

下 面 的 定理 更 能 说 明 这 些 概念 . 

7.31 定理 设 尽 是 定义 在 全 已 上 的 函数 的 代数 ， 党 能 分 离 正 的 点 ， 吕 又 
不 在 下 的 点 消失 .假设 TI，Zs 是 已 的 不 同 的 两 点 ，cl，ca 是 常数 (如 果 吕 是 实 
代数 它们 就 是 实数 )， 那 么 坟 便 含有 一 个 函数 J， 使 得 


f(z)=a, f(z)= 0. 
证 这 些 假设 说 明 sf 里 有 函数 g、h 和 上 合 于 
gm) #8(T), h(n) #0 k(r) #0. 


置 
一 Bk—g(r)k, v= gh— g(r)h. 


于 是 E54 vE A, wu(T1)=v(r)=0, u(xi)#0, zu(zi) 天 0， 所 以 


cm 十 _cau 
v(m)" wl) 


f= 


就 有 所 希望 的 性 质 . 
现在 我 们 已 经 具备 了 Stone 推广 Weierstrass 定理 时 所 需要 的 一 切 资料 . 
7.32 定理 设 是 紧 集 K 上 的 实 连续 函数 的 代数 .假如 能 分 离 K 的 
点 ， 如 果 这 又 不 在 K 的 点 消失 .那么 可 的 一 致 闲 包 久 由 天上 的 所 有 实 连续 函数 
我 们 将 证 明 分 为 四 步 . 
第 一 步 . “如 果 fE 号 ， 那 么 | | 和 贸 . 
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a=sup|/(n| (reK) (52) 
再 给 定 s>0. 根据 推论 7. 27， 存 在 着 实数 c: ，-…，c。， 使 得 


[Be -lyl|<e agy<o. (53) 
各 


因为 % 是 代数 ， 所 以 函数 


是 甸 的 成 员 。 由 (52) 和 (53) 得 到 
|g(z) 一 | f(r) ||<e (rE€R). 
因为 多 是 一 致 闵 的 ， 这 就 表示 | /| E 旬 
第 二 步 。 如果 fEG，5ESG， 那 么 max(J，&8)EZ，min(f，g)E 多 
max(/，g) 就 是 由 


f(x) ”如 果 f(z) 之 g(7)， 
g(x) ”如 果 f(x) 一 5Cz)， 


定义 的 函数 h， 并 且 同 样 地 定义 min(f，g). 
证 这 第 二 步 是 第 一 步 和 恒等式 


max(f,8) 一 ft + 上 二 <， 
min( 5) 一 全 #- lel. 


h(xr) = 


的 直接 结果 ， 重 和 春 地 作 下 去 ， 这 个 结果 自然 可 以 推广 到 函数 的 任意 有 限 集 : 如 果 
帮 ，…， 广 E 细 那么 


min(fi,…,f,) E 及 


第 三 步 。 给 定 一 个 在 K 上 连续 的 实务 数 /， 一 点 TEK， 以 及 e>0， 便 存 
在 着 一 个 通 数 8,E 邹 满足 g:(I) 王 (7)， 而且 


g:(D)> f(D—e (CEK). (54) 


证 由 于 :多 而 必 又 满足 定理 7.31 的 假定 ， 所 以 多 也 满足 这 些 假定 ， 于 
是 ， 对 于 每 个 YEE， 能 找到 一 个 函数 h,€ 多 ， 使 得 
hx) = fC), h,(y) = f(y). (55) 


根据 h, 的 连续 性 ， 存 在 一 个 包含 y 点 的 开 集 J*， 使 得 
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nD> FWD-e CE JJ (56) 
既然 大 是 紧 集 ， 便 有 一 个 有 有 限 个 点 y，…，y, 的 集 ， 使 得 
KCJ, UUD,. (57) 


置 
g: = max(h,, eh, ). 
根据 第 二 步 知道 g:€ 多 ， 而 且 关 系 式 (55) 至 (57) 表 明 g* 也 有 其 他 所 要 求 的 性 质 . 
第 四 步 。 给 定 一 个 在 K 上 连续 的 实 函 数 f 和 >0， 那 么 便 存在 着 一 个 函 
数 AEZ8， 使 得 
1ACz) 一 f(z)1<e (re 天). (58) 
因为 多 是 一 致 闲 的 ， 这 个 命题 与 本 定理 的 结论 是 等 价 的 . 


证 在 第 三 步 里 ， 我 们 对 于 每 个 EK， 作出 了 一 个 函数 g:， 由 于 g: 的 连 
续 性 ， 存 在 着 包含 工 点 的 开 集 V:， 使 得 


gD 一 GD 二 ee (EV). (59) 
因为 K 是 紧 的 ， 有 一 个 有 限 点 集 1，…，z。， 使 得 
KCV, UUV,... (60) 
置 
h = min(gs, 8 )， 
根据 第 二 步 知道 hE€ 细 ， 并且 由 (54) 得 
AD > /We (ERK)， (61) 
而 由 (59) 与 (60) 得 
AD < 一 AD 十 E (ER). (62) 


最 后 ， 由 (61) 与 (62) 便 知 (58) 式 成 立 . 

定理 7. 32 对 于 复 代数 不 成 立 ， 习 题 21 中 有 反例 ， 然而， 假如 给 站 添 一 个 额 
外 条 件 :sf 是 自 伴 的 ， 这 定理 的 结论 就 也 适用 于 复 代 数 了 .， 汶 是 自 伴 的 意味 着 每 
当 few 时 ， 它 的 复 共 印 了 必须 也 属于 sg; 这 里 了 由 了 (zx) 二 天) 定义 。 

7.33 定理 设 吕 是 (定义 在 ) 紧 集 K 上 的 复 连 续 画 数 的 自 伴 代数 以 能 分 
离 K 的 点 ， 沁 又 不 在 KK 的 点 消失 ， 那么 ， 坟 的 一 致 闭 包 贸 由 KK 上 的 所 有 复 连续 
函数 组 成 ; 即 是 说 中 在 ECK) 内 稠密 . 

证 设 吹 是 K 上 属于 忌 的 所 有 实 函数 的 集 . 

如 果 fE sf， 而 f=u 十 iv,，u，v 是 实 的 . 那么 ，2u 一 了 十 并 且 由 于 部 是 
自 伴 的 ， 知 道 xE sn. 假如 zi 隆 x;， 那 么 就 存在 着 fE 使 得 f(z) 二 1， 
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Cr)=0: 因 此 0=x(rs) 天 wx(zi)=1. 这 表明 坎 能 分 离 K 的 点 ， 如果 zE 开 ， 
便 有 某 个 gE 7/ 合 于 g(x) 关 0。 那么 义 有 一 个 复数 \， 使 得 Mg(z) 之 0， 假 如 
MK,f=uHi， 从 而 wz)>>0， 因此 ，. 灵 不 在 开 的 点 消失 . 

这 样 一 来 :办 适合 定理 7. 32 的 假定 ， 所 以 K 上 的 每 个 实 连续 函数 必 在 hk 

一 致 闭 包 之 中 ， 从 而 在 下 中 ， 假如 了 是 K 上 的 复 连续 函数 ，f 二 w 十 iv， 这 时 

u€ bnE %， 因此 ，/E 徊 到 此 证 明 完毕 . 
习题 

1， 试 证 每 个 一 致 收敛 的 有 界 函 数 序列 一 臻 有 界 . 

2， 如 果 {/.) 与 {8") 在 集 世 上 一 致 收 化， 试 证 {/, 十 g,} 在 EE 上 一 致 收敛 
此 外 ， 假 如 {/,) 与 和 g,} 都 是 有 界 函 数 的 序列 ， 试 证 { fg, 在 EE 上 一 致 收 全 

3。 作 两 个 序列 {/,}，{g,)。 要 它们 在 某 个 集 E 上 一 致 收敛 , 但 是 {fg,} 在 
上 不 一 致 收 合 ( 当 然 ，{fg") 应 在 上 上 收 伊 ). 

4， 研 究 级 数 


加 1 
A 2 T+ mr 


这 级 数 对 于 工 的 什么 值 绝 对 收 化 ? 它 在 什么 闭 区 间 上 一 致 收敛 ? 在 什么 闭 区 间 上 
它 失去 一 致 收敛 性 ? 是 否 在 级 数 收敛 的 地 方 ，/ 都 是 连续 的 ?/ 是 有 界 的 吗 ? 


本 


5. 设 


0 (:< 寺 i) 
f(D =]sin 于 (zi<*< 坟 ) 
lo 二 < 了 


试 证 { 帮 } 收 伊 于 一 个 连续 函数 ， 但 不 是 一 致 收敛 的 ， 用 级 数 2f, 证 明 : 绝对 收敛 
不 能 推出 一 致 收 健 ， 那 怕 是 对 于 所 有 z 都 绝对 收敛 也 不 行 . 
6， 试 证 级 数 


De Dt 


在 每 个 有 界 闭 区 间 上 一 致 收 化 但 是 对 任何 x 值 ， 不 绝对 收敛 . 
7. 设 n=1，2，3，…， 是 实数 . 令 
A 
f(D = TE 
试 证 {/,) 一致 收 伊 于 一 个 函数 六 并且 等 式 
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f (7) = limf,(z) 


当 x 天 0 时 是 正确 的 ， 而 当 x 二 0 是 错误 的 . 
8. 假设 
0 (r<0), 


re 一 | 
1 (r>0), 


若 ix,} 是 (a， 内 相 异 点 的 序列 。 又 车 三 | c。 | 收敛 ， 试 证 级 数 


Jr) = Dol(z—r) (Argb) 


一 致 收 修 ， 对 每 个 zx 天 xz,， 了 连续 . 
9， 设 {了 /,} 是 连续 函数 的 序列 ， 在 集 E 上 一 致 收敛 于 函数 f， 试 证 
limf(x,) = f/(r) 


对 于 每 个 合 于 并 的 点 列 {zv} 成 立 ， 这 里 ,EE，xEE， 这 命题 的 逆 命 题 是 否 
正确 ? 
10， 用 (z) 表 示 z 的 小 数 部 分 (定义 见 第 4 章 习 题 16) ， 考 虑 函数 


An) = 对 加 (为 实数 ) 


求 了 的 所 有 间断 点 ， 证 明 它们 组 成 一 个 可 数 的 稠密 集 ， 再 证 明 了 在 任意 有 界 闭 区 
间 上 仍然 Riemann 可 积 . 

11， 假 设 {f.)，{g.) 都 是 在 EE 上 定义 的 , 并且 

(a)2f, 的 部 分 和 一 致 有 界 ， 

(b) 在 巨 上 &g, 0 是 一 致 的 ， 

(c) 对 于 每 个 zxE 巨 ，gi(z) 志 ga(z) 二 gs (CT) 二 … 
试 证 Zj,&, 在 下 上 一 致 收敛 提示: 对照 定理 3. 42. 

12， 假设 g 与 1f.(a=1，2，3，…) 都 定义 在 (0，c=o) 上 ， 只 要 0<t<T<c， 
便 都 在 [1，T] 上 Riemann 可 积 ， | f, | 过 5， 在 (0，c) 的 每 个 紧 子 集 上 ff 
是 一 致 的 ， 而 且 


[ gD dr < oo. 
试 证 
lim] frr = | rodr 


《与 本 题 有 关 的 各 定义 ， 可 以 看 第 6 章 习题 7、8. ) 
这 是 Lebesgue 控制 收敛 定理 (定理 11. 32) 的 较 弱 形式 ， 只 要 假定 了 7E 9， 
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即便 在 Riemann 积分 叙述 的 字句 里 ， 也 可 以 把 一 致 收 笋 换 作 逐 点 收敛. (参考 
F，Gunningham 在 Math Mag，1967 年 40 卷 ， 第 179 一 186 页 和 H，Kestelman 在 
Amer。Math。Monthly，1970 年 77 卷 ， 第 182 一 187 页 的 文章 . ) 

13. 假定 {f,) 是 R 上 单调 递增 函数 序列 ， 对 于 一 切 工 和 一切”， 


oO<f(n el. 
(a) 试 证 有 一 个 函数 f 和 一 个 序列 {nn,}， 能 对 于 每 个 ER!'， 使 得 
/7) = limf,, (7) 


(这 样 逐 点 收敛 的 子 序列 的 存在 ， 时 常 称 为 Helly 的 选择 定理 . ) 

(b) 如 果 再 加 上 了 连续 的 条 件 ， 试 证 在 R' 上 刀 , 一 了 是 一 致 的 . 

提示 : (iD) 某 个 子 序列 { 思 } 在 一 切 有 理 点 > 收敛 ， 比 如 说 收敛 于 f(r)，(i) 对 
于 任何 z 定 义 F(z) 为 supf(r)， 这 确 界 取 自 一 切 "入 z 之 中 . 《ii 证明 在 了 连续 
的 每 个 点 zx 上 f(z) 习 f(z) (这 里 单调 性 起 很 大 的 作用 )，(iv){f,,} 的 一 个 子 序 
列 ， 在 /的 每 个 间断 点 上 收敛， 这 因为 最 多 有 可 数 多 个 那样 的 点 ， 这 就 证 明了 
(a)， 把 (iii) 的 证 明 适 当地 修改 一 下 ， 就 可 以 证 明 (b). 

14. 设 了 是 R: 上 具有 下 列 性 质 的 连续 实 函 数 : 0 适 7(2) 委 1， 对 于 每 个 
f(t 二 2) 三 f(1), 并 且 


令 B(D=(z(1)，y(D), 其 中 
z(0) = D2nf 3 y= D2"f (3m). 


试 证 四 连 续 ， 而 且 多 把 1 二 [0，1] 映 满 单位 正方 形 亚 CR， 如 果 已 证 出 这 件 事 ， 
再 证 更 能 把 Cantor 集 映 满 单位 正方 形 了 CR 
提示 : 每 一 个 (ze，y)E 正 可 以 取得 
Es D2 "ax = D2 "ax 


的 形式 ， 这 里 a 是 0 或 1 如果 


t= D3 (2a) 
et 


证 明 f(3 和 1)=a4， 于 是 z(t0) 二 Io， y(40) 二 yo 
(这 是 所 谓 “ 满 布 空间 曲线 ”的 简单 例题 。 它 归功 于 1 J Schoenberg， 见 
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bull. A. M. S. 1938 年 44 卷 ,第 519 页 .) 

15. 假设 f 是 R' 上 的 实 连续 函数 ，f.(2) 二 (nt), n 二 1，2，3，…， 而 且 
{ 太 (9} 在 [0， 世 上 等 度 连续 。 关 于 了 你 能 得 出 什么 结论 ? 

16. 假设 { 太 ?是 紧 集 K 上 的 等 度 连续 的 函数 序列 ，{f,} 又 在 K 上 逐 点 收敛 . 
试 证 { 广 /在 K 上 一 致 收敛 . 

17. 给 映 人 任意 度量 空间 的 映射 规定 一 致 收 仇 与 等 度 连续 的 概念 ， 试 证 定理 
7.9 与 7.12 对 于 映 入 任何 度量 空间 的 映射 都 正确 ; 定理 7.8 与 7. 11 对 于 映 人 任 
何 完备 度量 空间 的 映射 都 正确 ; 定理 7.10，7. 16，7.17，7. 24，7. 25 适用 于 向 
量 值 函数 ， 即 是 适用 于 映 入 任何 R* 的 映射 . 

18， 设 {/,) 是 一 致 有 界 的 函数 序列 这些 函数 都 在 [a, 5] 上 Riemann 可 
积 ， 令 


FE.(z) 一 [AGL (a<r<b. 


求证 存在 着 子 序列 {Fa }， 它 在 [a，5] 上 一 致 收敛 . 

19. 设 K 是 紧 度 量 空间 ，S 是 《(K) 的 子 集 . 证 明 S 是 紧 的 (对 于 7. 14 节 定 
义 的 量度 ) 当 且 仅 当 S 一 致 闭 ， 逐 点 有 界 ， 并 且 等 度 连续 . (如 果 S 不 等 度 连续 ， 
S 便 含有 一 个 序列 ， 它 没有 等 度 连续 的 子 序列 ， 从 而 没有 在 K 上 一 致 收敛 的 子 
序列 . ) 

20. 如 果 f 在 [0，1] 上 连续 ,而 且 


| f(Drdr=0 (n=0,1,2,°), 
, 


试 证 在 [0，1] 上 f(x) 二 0. 提示 : 了 与 任何 多 项 式 之 积 的 积分 是 零 ， 用 
Weierstrass 定理 证 明 


Pr Dar =0. 


21. 设 天 是 复 平面 上 的 单位 圆 ( 即 是 一 切 z 之 合 于 | z | =1 的 集 )， 再 设 3 
是 所 有 形式 为 


fle®) 


六 ce (0 是 实数 ) 


的 函数 组 成 的 代数 ， 那 么 sf 能 分 离 K 上 的 点 ， 也 不 在 K 的 点 消失 ， 但 是 仍然 有 
K 上 的 连续 函数 不 属于 忌 的 一 致 团 包 . 
提示 : 对 于 每 个 fE 忆 


[reoeag = 0， 
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而 且 对 于 之 的 闭 包 里 的 每 个 f， 这 也 是 对 的 . 
22. 假定 在 [a，4b] 上 FE 9a)， 求 证 有 多 项 式 P, 合 于 
lm| 7 一 Pd = 0. 
(与 第 6 章 习题 12 对 照 . ) 
23. 设 P, 一 0， 对 于 n= 二 0，1，2，… 定 义 


2_p: 
PCz) = Pa 十 工 二 太后 


试 证 在 [一 1， 1 上 limP,(z) 一 | z | 是 一 致 的 . 
(这 就 能 够 证 明 Stone-Weierstrass 定理 而 不 先 证 定理 7. 26. ) 
提示 : 用 恒等式 


1zl- Pa = [zl 一 PCz][ -Lz ED] 


证 明 1z| 志 1 时 , 0<P,(z)SP,n(z)<1z| 与 1z1 1 时 


2 
n+l1 


1zl-P.Co<lzl(- 二 !) < 


24. 设 X 是 以 d 为 度量 的 度 最 空间 ， 固 定 一 点 a€ X， 给 每 个 PEX 指派 一 
个 函数 六， 


folr)=d(r,p)—d(ra) (EX). 


试 证 | /,(x) | dla，p) 对 于 一 切 rxEX 成 立 ， 从 而 /,E 《(X)。 对 于 一 切 p， 
9EX, 证 明 


lf -fl = dp,g) 


如 果 (Pp) 二/,， 那 么 中 是 从 XX 到 LX)CE(X) 的 等 距 ( 保 持 距离 的 ) 映 射 . 
设 Y 是 B(x) 在 所 X) 里 的 闭 包 ， 试 证 Y 是 完备 的 . 
结论 : 六 与 完备 度量 空间 Y 的 稠密 子 集 是 等 距 的 . 
(第 3 章 习题 24 有 这 命题 的 另 一 个 证 明 . ) 
25. 假设 $ 是 长 条 形 区 域 0<z 三 1， 一 <<y 达 十 内 的 连续 有 界 实 函 数 . 
试 证 初 值 问题 
y=$r,y), 3(0) 一 < 


有 一 个 解 . 注意， 这 个 存在 定理 的 假定 比 相 应 的 惟一 性 定理 的 假定 条 件 限制 较 
少 ， 参阅 第 5 章 习 题 7. ) 
提示 : 固定 了 mn， 对 于 i0,，…，m，, 令 式 =i/n. 设 刀 是 [0，1] 上 的 连续 函 
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数 ， 使 得 /,(0)=c， 而 且 之 :<zxint 时 
f(D) = fz;,f.(7.)), 
并 且 在 1 了 zx 时, 置 
As(t) = ff.(0) — $f,.(0)), 
而 当 :一 时 ， 置 A.(1) 二 0， 然 后 
f(D 一 < + [Cg 十 AuCD]de. 
选 M<m% 使 1$ | 三 M. 证 明 下 列 各 条 : 
(a) | .1<M，| A | 三 2M，A.ER， 而 且 在 [0，1] 上 对 于 一 切 n， 
If.l<lclt+M=M,. 


(b) 由 于 | .1 三 M，{/,) 在 [0，1] 上 等 度 连续 . 
《c) 某 个 {f%,) 在 [0，1] 一 致 收 合 于 某 个 大 
(d) 既 然 $ 在 矩形 0x 志 1，| > | 三 M, 上 一 致 连续 ， 那 么 在 [0，1] 上 


gt (0) > $1,f(2)) 
是 一 致 的 . 
(e) 因 为 在 (zx ，zv) 内 
A = $45f.7)) — $4, f(t)) 
那么 A,(0) 在 [0，1] 上 一 致 收敛 于 0. 
(DD 所 以 
/7) = ct [ge fe de. 


这 / 就 是 所 给 问题 的 一 个 解 . 
26， 现 在 设 cE Ri，yE R', 四 是 连续 有 界 映 射 ， 它 把 R*' 里 被 0<T<<1， 
yE R' 所 限定 的 部 分 映 和 信 R* 内 对 于 初 值 问题 
y 一 和 (zy)，y(0) = 一 ec， 


证 明 类 似 的 存在 定理 . (对 照 第 5 章 习题 28. ) 提 示 : 用 定理 7. 25 的 向 量 值 说 法 . 


第 8 章 ”一些 特殊 函数 


宕 级 数 


在 这 一 节 里 我 们 将 导出 等级 数 所 表示 的 函数 的 一 些 性 质 ， 和 震级 数 表示 的 函数 
即 是 形 如 


f(D = Dar (GD 
或 者 更 一 般 地 形 如 
f(D) = Doar—a). (2) 
的 函数 . 
这 些 都 称 作 解析 函 孝 
我 们 限制 z 取 实 值 ， 因 此 不 会 遇 到 收敛 圆 ( 见 定 理 3. 39) 而 是 要 面向 收敛 
区 间 . 


若是 有 个 R>0(R 可 以 是 十 2)，(1) 对 于 (一 R，R) 中 的 一 切 工 收 合 ,我们 
就 说 围绕 着 点 z==0 把 三 展 成 了 筹 级 数 ， 类 似 地 ， 若 (2) 对 于 | z 一 a | <R 收敛 ， 
便 说 围绕 着 点 zx 一 a 把 f 展 成 了 等 级 数 ， 为 方便 起 见 ， 我 们 时 常 取 一 0， 这 无 损 
于 一 般 性 . 

8.1 定理 假设 对 于 |z| 一 R， 级 数 


(3) 


收 化 ， 并 且 规定 
/DS zl<R). (4) 
i 


那么 ,无 论 选取 怎样 的 e 汪 0，(3) 在 [一 R 十 e R 一 e] 上 一 臻 收效， 画 数 在 
(一 R，R) 内 连续 、 可 微 ， 并 且 


f(D = De Cxl<RN (5) 
村 
证 给 出 了 e>0. 当 |z| Re 时， 我们 有 
Lox’ | le (RD I 


由 于 
Ec (R—e)" 
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绝对 收敛 (由 根 值 判 敛 法 知道 ， 任 何 守 级 数 在 它 的 收敛 区 间 内 部 绝对 收敛 )， 定 理 
7. 10 说 明 级 数 (3) 在 [一 R 十 e，R 一 e] 上 一 致 收 化 . 


由 于 rco 时 ， 炊 一 1， 我 们 有 
limsupV [eT = limsupVTc T， 

所 以 (4)、(5) 两 级 数 有 相同 的 收 剑 区间. 

因为 (5) 是 寡 级 数 ， 对 于 任意 的 e>>0， 它 在 [一 R+e，R 一 e] 上 一 致 收敛 ， 我 
们 就 可 以 应 用 定理 7. 17( 将 序列 代 之 以 级 数 ) ， 推 出 (5) 式 在 | z | 入 R 一 e 时 成 立 . 

但 是 ， 任 意 给 定 一 个 zx， 只 要 | z | 二 R， 我们 总 可 以 找到 一 个 。 二 0,， 使 得 
| zx | <<R 一 e. 这 就 说 明 (5) 式 对 | z | 二 R 成 立 . 

了 的 连续 性 可 以 从 f' 的 存在 性 推出 来 (定理 5. 2). 

推论 在 定理 8. 1 的 假设 下 ，f 在 (一 R，R) 内 有 一 切 阶 导 数 .它们 是 


Je(z) = Dnln— Dreln—kt ler™. (6) 
特别 地 ， 
Je(0) = klc (一 0,1,2，)， (7) 


(这 里 产 " 即 是 f，f“* 是 的 k 阶 导数 ，k 王 1，2，3,，…). 

证 依次 对 /，/，/… 使 用 定理 8.1 就 可 以 得 到 等 式 (6)， 在 (6) 中 令 
xz 一 0, 就 得 到 (7) 式 . 

公式 (7) 非 常 有 趣 ， 它 一 方面 说 明 了 的 短 级 数 展开 式 的 系数 ， 由 了 及 其 导数 
在 一 个 点 的 值 来 确定 ; 另 一 方面 说 明 ， 如 果 这 些 系数 给 定 了 ， 那 么 f 在 收敛 区 间 
中 心 的 各 阶 导数 值 就 可 以 从 短 级 数 立即 说 出 来 . 

然而 要 注意 ， 即 使 函数 f 有 一 切 阶 导 数 ， 按 (7) 式 计算 “, 而 得 的 级 数 cnx" 
也 不 一 定 能 在 任何 点 x 关 0 收 剑 于 f(z)， 这 时 了 不 能 围绕 着 工 =0 展 成 等 级 数 . 
因为 当真 是 fF(z)= Yasz"， 就 应 该 

nla, = Fo (0); 
从 而 a, 二 c,， 习题 1 有 一 个 这 样 的 例子 . 

如 果 级 数 (3) 在 一 个 端点 ， 比 如 说 在 z 二 RR 收 合 ， 那么 f 不 仅 在 (一 R，R) 内 
连续 ， 而 且 也 在 zx 一 R 连续 .这 是 Abel 定理 (为 了 记号 的 简便 ， 取 R 二 1) 的 直接 
结果 : 

8.2 定理 假设 3c, 收效 ， 令 


f(D) = Der 1x<zr<D). 
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limf(2) = De (8) 
tt n=0 


证 令 % 一 co 十 … 十 c，5s- :一 0 那么 


。 四 = 
Dor = Ds sd)r = 1—z) wz 十 sz 


因为 | z | <<1, 我 们 让 mso， 便 得 到 


f(D) = (1 一 z) > rz (9) 


be 


设 ;一 lims,， 给 定 了 e>0, 选 一 个 N， 使 得 当 "> 六 时 有 


1s 一 |< 多. 


那么 ， 由 于 


QU-DDr=1 (zl<D， 


加 之 以 适当 地 选择 9>0， 使 zx>1 一 5， 便 可 以 从 (9) 得 到 


17CD 51= | -DD 


内 
< (za21ns-sllzh+ 呈 <e 


be 


这 就 意味 着 (8) 式 成 立 . 
作为 应 用 ,我们 来 证 明定 理 3.51， 那 里 说 : 若 24,，26,，2c, 收 仇 于 A、 
B、C, 而 且 c.=aobr 十 … 十 anbo。， 那么 C 二 AB 对 于 0<zr<l1, 令 


f(D = Sarrgte) = 了 br， 


0 be 


kz) = Daz, 


be 


在 zx< 1 时， 这 些 级 数 绝对 收 贫 ， 因 此 可 以 按照 定义 3. 48 做 乘法 ;经 过 相 乘 ， 我 
们 便 看 到 


rz) 。g(z) = hz) (0 入 工 生 1). (10) 
由 定理 8. 2 知道 z~1 时 ， 
flz)—A, g(r)>B, hl(z)>C (11) 
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等 式 (10) 和 (11) 意 味 着 AB=C. 
我 们 现在 需要 一 个 关于 调换 求 和 次 序 的 定理 (参阅 习题 2，3). 
8.3 定理 设 有 二 重 序列 {aj}，i 一 1，2，3，…，7 一 1，2，3，…， 假设 


Del=b (=1,2,3,..) (12) 
名 


并 且 2bi 收效 ， 那 么 


TF, = p33 (13) 


证 可 以 仿照 定理 3. 55 用 过 的 (可 是 要 比 那里 复杂 得 多 的 ) 方 法 直接 建立 


(13)， 然 而 下 面 的 方法 似乎 更 有 趣 些 . 
令 下 是 由 点 ze，zi，z，…， 组 成 的 可 数 集 ， 再 设 "co 时 ze, 一 zo， 定义 


fr) 一 Das (=1,2,3)， (14) 
pa 

fil(z) = Das (isn=1,2,3,%), (15) 
名 

gz)= Dflzx) (rE€BE). (16) 


(14) 、(15) 连 同 (12)， 说 明 每 个 f. 在 re 连续. 又 因为 -EE 时 | f(z) | 委 
b，《(16) 一 致 收 化 ， 所 以 8 在 ze 连续 (定理 7. 11)， 从 而 


立 Fo, 一 和 jz) = gx) = limglz,) 
Ee ee 


二 i 


=lim Sf.(z.) = limS Do, 
| E33 


-SE 
8.4 定理 设 
f(z) = Dez, 


这 级 数 在 | 工 | 二 R 内 收效 ， 若 一 RR 二 a<R，f 便 可 以 在 工 二 a 附近 展 成 时 级 数 ， 
这 敌 级 元 在 | x 一 a | 二 R 一 | a | 中 收敛， 并 且 


AD 一 也 记得 cr- dral<R-lel). (7) 
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这 是 定理 5. 15 的 推广 ， 也 是 有 名 的 Tayior 定理 . 
证 形式 上 
f= Dales- +ay 


3 


一 DoF) a 


= BE) "]z—o". 


这 就 是 所 希望 的 在 x 二 a 附近 的 展开 式 . 为 了 证 明 它 正 确 ， 我 们 必须 证 明 求 和 次 
序 的 变更 是 正当 的 .定理 8. 3 说 明 ， 如 果 


DD) 0"| (18) 
收敛 ， 就 允许 变更 次 序 ， 然 而 (18) 无 异 于 


Dal dr-altlal)’", (19) 


而 (19) 在 | zx 一 a | 十 | a | 一 R 时 收敛 . 

最 后 ，(17) 中 系数 的 形式 ， 是 (7) 式 的 直接 结果 . 

应 当 注意 ，(17) 式 实际 上 可 以 在 比 | xz 一 a | <R 一 | a | 更 大 的 区 间 上 收敛 . 

如 果 在 (一 R，R) 中 ， 两 个 老 级 数 收敛 于 同一 函数 ，(7) 式 表明 两 个 级 数 必须 
完全 相同 ， 即 是 必须 有 相同 的 系数 ， 有趣 的 是 ， 也 可 以 由 弱 得 多 的 假设 得 出 这 个 
结论 : 

8.5 定理 设 级 数 Zasr" 和 2b,r" 在 开 区 间 S 二 (一 R，R) 中 收效 S 里 有 
些 工 使 得 


pe (20) 
所 


bar 


设 一 切 这 样 工 构成 的 集 是 巨著 下 有 极限 点 属于 S， 则 a, 一 b.，n 二 0,，1, 2， 
。， 因 之 (20) 对 于 一 切 ES 成立. 
证 令 c.=a. 一 b.， 再 令 


f(z) = Dr (2ES) (21) 
名 
那么 , 在 E 上 f(x)=0. 


设 A 是 一 切 属于 S 的 E 的 极限 点 的 集 , 令 B 由 S 的 其 他 一 切 点 组 成 。 由 “ 极 
限 点 ”的 定义 来 看 B 显然 是 开 集 ， 假 使 我 们 能 证 明 A 是 开 集 ， 那 么 A、B 便 是 不 
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相交 的 开 集 ， 所 以 他 们 是 分 离 的 (定义 2. 45)。 既 然 5 二 AU B，S 又 是 连通 的 ， 屠 
么 必 有 A、B 之 一 是 空 集 ， 已 经 假设 A 不 空 ， 所 以 8 必须 是 空 集 ,因而 A=S， 由 
于 /在 S 中 连续 , 而 ACE; 于 是 ES( 这 时 /在 S 内 恒 等 于 零 )， 而 (7) 足 以 说 
明 ,=0，n 一 1，2，…， 这 就 是 所 要 的 结论 . 

这 样 ， 我 们 必须 证 明 A 是 开 集 ， 假 若 xuE A， 定 理 8. 4 说 明 


f(z) = 六 dz 一 z)” (rl<R-lz, 1). (22) 


我 们 断言 一 切 d, 二 0. 不 然 的 话 ， 假 设 是 合 于 d, 关 0 的 最 小 非 负 整数 . 
于 是 
f(z)=(r— zo)g(r) (Ir—z |<R-lz, |)， (23) 
这 里 
g(7) = Dd) (24) 
因为 g 在 zw 连续 ， 而 且 
B(x0) = di #0, 


所 以 存在 着 一 个 S>>0， 使 得 | xz 一 x。| <86 时 g(x) 隆 0 于 是 从 (23) 推 得 0 二 
1x 一 zo。 | <6 时 ，f(zx) 取 0. 但 是 这 与 z 是 已 的 极限 点 矛盾 . 

于 是 对 于 一 切 n，d, 二 0。 因 此 凡 使 (22) 成 立 的 T+， 即 是 在 ze 的 一 个 邻 域 中 ， 
必然 使 /(z) 二 0。 这 说 明 A 是 开 集 ， 证 毕 . 


指数 函数 与 对 数 函 数 
定义 


E(z) = (25) 
名 > 


比值 审 伍 法 说 明 这 级 数 对 于 一 切 复数 = 收敛， 把 定理 3. 50 用 于 两 个 绝对 收敛 级 
数 的 相 乘 ， 得 到 


ee oe 
E(wWE(w = pp re 


这 就 产生 了 重要 的 加 法 公式 
E(z 十 w) = E(z)E(w) (z,w 复 数 ). (26) 
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有 一 个 推论 是 

E(z)E( 一 z) 一 E(z 一 z) = 二 E(0) = 1 (z 复 数 ). (27) 
这 说 明 对 于 一 切 x，E(z) 天 0、 由 (25) 知 道 x>0 时， 已 (z) 之 0; 因此 (27) 说 明 对 
于 一 切实 的 zx，E(z)>0. 由 (25) 知 道 x~~ 十 cc 时 ，E(z) 一 十 co; 因此 (27) 说 明 


沿 实 轴 xz 一 一 oo 时 E(x) 一 0， 由 (25) 知 道 90<z<y 时 E(z)<ECy); 从 (27) 可 以 
导出 E( 一 y)<E( 一 x); 因而 三 在 整个 数 轴 上 严格 递增 - 


加 法 公式 还 说 明 ， 
lim E+ — ES) ~ ECz) lim Et} = Ew); (28) 
最 后 的 等 式 是 (25) 的 直接 结果 . 
把 (26) 重 复 几 次 就 得 到 
ECs 十 十 aa) = E(s,)E(s.). (29) 


“二 z, 二 1， 又 因为 E(1) 一 e， 这 里 。 是 定义 3. 30 中 规定 的 数 ， 我 们 得 到 


E(n) 一 e” (一 1,2,3，). (30) 
若是 p= 万，n、m 都 是 正 整数 ， 那 么 
[E(p)]" = E(mp) = E(n) 一 e， (31) 
所 以 
E(p) 一 e" (pp 这 0,p 为 有 理 数 ). (32) 


假若 p 是 正 有 理 数 ， 从 (27) 可 以 推出 E( 一 p) 一。 .于 是 (32) 对 于 一 切 有 理 数 
成 立 . 
第 1 章 习题 6 中 ， 我 们 曾经 对 于 任意 实数 < 和 x>1 定义 


zx? = supr’, (33) 
这 里 sup 是 对 一 切 满足 p 二 y 的 有 理 数 p 取 的 。 如果 对 于 任何 实数 z 照样 地 定义 
二 supe? (p< 过 工 ,为 有 理 数 )， (34) 

那么 E 的 连续 性 、 单 调 性 连同 (32) 可 以 说 明 对 于 一 切实 数 开 
开 (z) 一 于 (35) 


等 式 (35) 解 释 了 为 什么 称 下 为 指数 函数 
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时 常用 记号 exp(z) 代 蔡 ee， 尤 其 当 工 是 一 个 复杂 的 式 子 时 是 这 样 . 

实际 上 用 (35) 代 替 (34) 作 为 = 的 定义 就 很 好 .用 (35) 作 起 点 来 研究 。” 的 性 
质 要 方便 得 多 . 不久 将 会 看 到 ，(33) 也 可 以 用 一 个 更 方便 的 定义 代替 [ 见 (43)]. 

我 们 现在 恢复 惯用 的 记号 汪 ， 来 代替 E(z)， 并 且 汇 总 一 下 至 此 已 经 证 明了 
的 结果 . 

8.6 定理 设 在 R' 上 按 (35) 及 (25) 定 义 了 eF， 那 么 

(a) 对 于 一 切 T，e” 连续 且 可 微 ; 

(be 一 ec 

(c)e" 是 工 的 严格 递增 函数 ， 而 且 扩 >0; 


(e) 当 zx 一 十 co 时 ，er 一 十 co， 当 rz 一 co 时 ，e 一 0; 
(D 对 于 任何 mn，lim ze 一 0 
我 们 已 经 证 明了 (a) 到 (e) 各 条 ; 〈25) 式 表明 z>0 时 


nl 


工 


“> mtDi 


因此 


zero nt+D!, 
I 


于 是 (f) 被 证 明了 . (人 D 说 明 当 zx 一 十 时 ，e” 趋 于 十 oo 比 工 的 任何 次 筹 都 “ 快 ” 
由 于 EE 在 R' 上 严格 递增 而 且 可 微 ， 它 便 有 反 函 数 工 也 严格 递增 而 且 可 
微 ; 并 且 定 义 域 是 E(R')， 即 全 体 正 数 集 上 由 等 式 


E(L(y) =y (y>0), (36) 
定义 ， 或 者 等 价 地 ， 由 
L(E(z)) = 《(z 实数). (37) 
定义 ， 将 (37) 微 分 ， 便 得 到 (对 照 定理 5.5》 
L (ECz))。E(z) 一 1. 
令 >=E(z)， 便 得 到 


Ly 一 二 (>0. (38) 


在 (37) 中 取 z=0, 便 看 到 L(1) 二 0， 因 此 (38) 意 味 着 


_ 此 
L(y) = [ Ee (39) 


常常 把 (39) 作 为 对 数 和 指数 函数 理论 的 起 点 . 令 x 一 E(z)，v 一 E(?)，(26) 能 告 
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L(w) = 1L(E(z)* E(y)) = L(E(r+y))= z+y, 


LOm) = LD+LY) (u>0,v>0). (40) 
这 表明 ，L 有 我 们 熟知 的 使 对 数 成 为 有 效 的 计算 工具 的 那 种 性 质 ， 自然 ， 在 
习惯 上 L(z) 的 记号 是 logz. 
至 于 在 zx 十 co 和 xz-*0 时 logz 的 性 态 ， 定 理 8. 6(e) 表 明 
当 z 一 二 ce 时 logzr 一 十 co， 
当 z 一 0 时 logr ~ 一 co-. 
容易 看 出 ， 若 z>>0，7 为 整数 时 ， 
zx" = ElnL(z)) (4D) 
m 车 是 正 整 数 ， 同 样 会 得 到 
z= E(tL(z)), (42) 


原因 是 (42) 的 每 项 自 乘 m 次 ， 就 得 出 (37) 的 相应 各 项 ， 联 合 (41) 与 (42)， 就 知 
道 对 于 任意 有 理 数 a， 


r= EL(z)=e (43) 


现在 ， 我 们 就 用 (43) 来 对 于 任意 实数 a 和 任意 x>0 定义 z，E 和 L 的 连续 
性 和 单调 性 说 明 这 样 的 定义 与 原先 的 定义 产生 的 结果 相同 。 第 1 章 习 题 6 叙述 的 
事实 是 (43) 的 简单 推论 . 

将 (43) 微 分 ， 由 定理 5. 5， 我们 得 到 


(Cz) = ElaL (1) SE =ar™. (44) 


注意 ， 以 前 我 们 只 能 对 于 整数 a 使 用 (44) 式 ， 那 时 候 很 轻易 地 就 从 定理 5. 3(b) 推 
得 了 (44) 式 ， 如 果 a 为 无 理 数 ， 而 x* 用 (33) 式 来 定义 ， 要 直接 从 导数 的 定义 来 
证 明 (44) 是 十 分 麻烦 的 . 

熟知 的 关于 z 的 积分 公式 ， 在 天 一 1 时 ， 可 以 从 (44) 直 接 推出 来 ， 而 当 
a 一 一 1 时 ， 便 由 (38) 推 导 ，. 我 们 打算 证 明 logz 的 另 一 个 性 质 ， 即 是 对 于 任 一 “>0， 


lim zlogzr 一 0 (45) 


就 是 说 ， 当 xz 一 十 oo 时 ，logz 一 十 oo 比 x 的 任何 正 数 次 筹 都 “ 慢 ”… 
因为 ， 若 是 0<e<a，z>1， 那 么 
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logz =z"| ridi<r “a 
， 


RE 
E e 
于 是 (45) 成 立 ， 我们 也 可 以 利用 定理 8. 6(f) 推 导出 (45) 式 来 . 
三 角 函 数 
定义 


Cdz) = 去 [EGir) + EC iz)], 
SGz) = 去 [Edi) —E(—iz)]. (46) 
我 们 将 要 证 明 C(z) 和 SCz) 与 通常 根据 几何 考虑 来 定义 的 cosz 和 sinz 一 致 ， 由 
(25) 式 知道 E(z) 二 ECz)， 因 此 (46) 式 表明 C(z)、S(Cz) 对 于 实数 是 实数 ， 又 
Eliz) = CCz) +iS(z). (47) 
所 以 ， 当 工 是 实数 时 ，C(z) 与 SCz) 分 别 是 ECiz) 的 实 部 和 虚 部 .由 (27) 知 道 
| E(ir) |* = E(izr) E(ir) = FE(iz)E( 一 这 ) 一 1， 
所 以 
| E(ir) |= 1 (〈z 为 实数 ). (48) 
从 (46) 式 可 以 断定 C(0) 二 1，S(0) 二 0， 并 且 (28) 式 说 明 
C(x) = 一 S(z)， S'(z) = CCz). (49) 


我 们 可 以 断言 存在 着 正 数 工 使 C(z) 一 0， 因 为 假若 不 然 ， 由 C(0) 一 1， 便 对 
于 一 切 zx>0 必然 C(xz)>>0， 因 而 由 (49) 必 然 SCz) 过 0， 那 么 S 就 严格 递增 ; 又 
因为 5S(0) 一 0， 那么 当 x>0 时 S(z)>>0。 所 以 若是 0<z<y， 便 将 要 有 


SCz)( 一 站 < i sd= ca 一 Co) <2. (50) 
其 中 最 未 一 个 不 等 式 是 从 (48) 式 与 (47) 式 推 来 的 ， 因 为 SCz) 之 0， 所 以 (50) 式 不 
能 对 很 大 的 y 成 立 ， 从 而 出 现 了 矛盾 . 
令 z 是 使 C(x。)=0 的 最 小 正 数 .这 是 存在 的 ， 因 为 连续 函数 的 零点 集 是 闭 
集 而 且 C(0) 天 0. 定义 数 x 如 下 : 
一 2zo. (51) 


那么 C (村 ) = ,于 是 (48) 式 说 明 S ( 驰 ) = 土 1 既然 在 (0, 号 ) 内 ， 
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C(xz)>0,S 便 在 (0， 至 ) 内 递增 : 因而 s( 吾 )=1. 于 是 


= 全- 
再 由 加 法 公式 得 出 


E(xi) 一 一 1， 下 (2ri) 一 1; (52) 
因此 


E(z 十 2ri) 一 E(z) (z 复 数 ). (53) 


8.7 定理 

(a)EE 是 以 2mi 为 周期 的 周期 函数 . 

(b)C 和 S 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 . 

(0) 若 0<t<2x， 那 么 E(it) 取 1. 

(dd) 如果 < 是 复数 且 | z | 一 1， 那 么 在 [0，2r) 中 存在 着 惟一 的 t， 使 E(it) 二 z。 
证 由 (53)，(a) 成 立 ; (b) 可 从 (a) 及 (46) 推 得 . 


设 0<t< 吾 ,并 设 E(it) =z 十 iy, x 与》 是 实数 ， 我 们 以 前 的 工作 说 明 
0<r<1,0<y<1. 注意 
E(4it) = (r+iy) = x —6ry+y 十 4iry(z —y). 
如 果 E(4it) 是 实数 ， 那 么 式 一 y* 二 0; 因为 从 (48) 式 知道 十 二 1， 于 是 
下 二 六 一 圭 , 因 而 EC4it) 二 一 1。 这 就 证 明了 (Co). 
如 果 0 过 4 过 t: 二 2x， 那 么 由 (ec) 知道 
下 (is)[EGzi)] = E(its —it) 天 1， 


这 就 确定 了 (d) 中 的 惟一 性 的 论断 - 
要 证 明 (d) 中 的 存在 性 的 论断 ， 取 定 *，| z | 二 1.。 设 z 王 zx 十 y，z，y 都 是 实 


数 ， 先 假定 z>0 而 且 3>0， 在 [0， 下] 上 C 由 1 降 到 0， 所 以 有 某 个 le [o 到 


使 得 CUD) = 既然 C 十 他 一 1， 而 且 在 [0， 3¥]t S>0， 所 以 z=E(iD). 


如 果 <<0，y 之 0， 前 边 的 各 条 件 能 被 一 满足， 于 是 有 某 个 : [0， 娃 ] 使 


得 一 江 二 ECi)， 又 因为 :一 E(xi/2)， 那 么 又 得 到 < 一 E(i(:+ 瑟 ))， 最 后 ， 如 果 


y<0， 前 两 种 情形 表示 有 某 个 +:€ (0， x) 使 得 一 = 一 已 (让 ). 所 以 z= 一 E(it) 
=E(i(t+x)). 
这 就 证 明了 (d) ， 从 而 也 证 明了 本 定理 - 
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从 (d) 和 (48) 式 可 以 知道 ， 用 
7(D) = EGzt) (0<t<2n) (54) 


定义 的 曲线 y 是 简单 闭合 曲线 . 它 的 值 域 是 平面 上 的 单位 圆 ， 由 于 
XY (0 一 iE(it) ,根据 定理 6.35，7 的 长 度 是 


as 
| 17Y (| d= 2r, 
。 


这 自然 是 对 于 半径 为 1 的 圆周 所 期 待 的 结果 ; 它 也 表明 (51) 所 定义 的 x 具有 通常 
的 几何 意义 . 

用 同样 的 方法 ， 我 们 看 到 当 t 自 0 增 至 o 时 ， 点 Y(D) 描 出 一 段 长 度 为 m 的 圆 
弧 . 考虑 顶点 为 


zl 一 0,zz = 7(to) ,zs = C(to) 


的 三 角形 ， 它 说 明 C(t) 与 S(t) 和 按 通常 办 法 作为 直角 三 角形 边 长 之 比 来 定义 的 
cosz 与 sinz 确实 等 价 . 

应 该 强调 说 一 下 的 是 : 我 们 从 (46) 式 和 (25) 式 导出 了 三 角 函 数 的 基本 性 质 ， 
而 丝毫 未 曾 借助 于 角 的 几何 概念 ， 还 有 其 他 非 几何 的 途径 去 研究 这 些 函 数 . 
W，F，Eberlein(Amer，Math，Monthly,1967 年 74 卷 1223 一 1225 页 ) 和 GB 
Robison(Math，Mag，1968 年 41 卷 66 一 70 页 ) 的 论文 就 是 讨论 这 些 专题 的 . 


复数 域 的 代数 完备 性 
在 代数 上 复数 域 是 完备 的 ， 这 就 是 说 任何 复 系数 的 、 不 是 常数 的 多 项 式 必 有 
复数 根 ， 目 前 正 是 给 它 作 简单 证 明 的 时 机 
8.8 定理 假设 ao，…，av 都 是 复数 ，n 之 1，a, 才 0， 
Pa = Da 


那么 必 有 某 个 复数 = 使 P(z) 一 0. 
证 假定 4. 二 1 无 损 于 一 般 性 ， 令 


pz 二 inf | P(z) | (z 为 复数 ) (55) 
如 果 | = | =R， 那 么 
1 P(z) |> RCI 一 | os | R 一 … 一 | wo | R]. (56) 


(56) 的 右 端 在 R 一 oo 时 趋 于 呈 ， 因 此 存在 着 一 个 R,， 一 旦 | = | >R。 了 ， 便 使 得 
| P(z) | >p. 因为 | P | 在 以 0 为 圆心 ，R。 为 半径 的 圆 面 上 连续 ， 定 理 4. 16 
说 明 ， 有 某 个 二 使 | P(zo) | 一 上 

我 们 断言 yx 二 0. 
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若是 不 然 的 话 ， 令 Q(z) 二 PCz 十 zo)/P(z。)， 那 么 Q 是 异 于 常数 的 多 项 式 ， 
Q(0)=1， 而 且 对 一 切 >，| Q(z) | 宇 1 有 最 小 整数 k，1<k<n， 使 得 


Q(z) = 1 十 bz 十 … 十 bx， br #0. (57) 
根据 定理 8. 7(d) ， 有 一 个 实数 6， 使 得 
ew6 一 一 | bs |. (58) 


如 果 r>>0 而 且 * | | 过 1， 那么 从 (58) 式 有 
11+briew |=1—r | bl, 
所 以 
| Qe®) [S16 riom |— rT 6 |}. 


当 7 足够 小 时 ， 大 括号 中 的 表达 式 是 正 数 ; 因此 | Q(re?) | 一 1， 得 出 矛盾 来 了 . 
于 是 pw 一 0， 即 是 P(m) 一 0 
习题 27 包含 着 更 一 般 的 结果 . 


Fourier 级 数 
8.9 定义 三 角 多 项 式 是 形 如 


Ny 
f(z) = ao 十 > (avcosnr 十 bsinnz) 《z 为 实数 )， (59) 
各 


的 有 限 和 ， 其 中 ao。，…，an，b，*…，bw 都 是 复数 ， 考 虑 到 恒等式 (46) 也 可 以 
把 (59) 式 写作 


y 
f(z) = Dcwe~ (z 为 实数 )， (60) 
气 


为 了 多 种 目的 ， 这 样 写 更 方便 ， 显 然 ， 每 个 三 角 多 项 式 以 2r 为 周期 . 
当 n 是 异 于 零 的 整数 时 ，e™ 是 e™/in 的 导数 ， 后 者 也 以 2 为 周期 ， 因 此 


=0), 
2 = 人 (61) 
于 | 0 Cn 一 土 1, 士 21.). 


设 m 为 整数 ， 用。 ~ 乘 (60) 式 ， 将 这 乘积 积分 ， 这 时 (61) 式 说 明 | za | 魏 六 时 
=H) /wear (62) 


而 | m | >N 时 ，(62) 式 里 的 积分 便 是 零 - 

从 (60) 式 和 (62) 式 可 以 推 得 以 下 的 结论 : 用 (60) 所 写 的 三 角 多 项 式 了 是 实 
的 ， 当 且 仅 当 c -一 c，n 一 0，…，N- 

为 了 与 (60) 相 呼应 ,我 们 定义 三 角 级 数 是 形 如 
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可 ce (x 为 实数 ); (63) 


的 级 数 ; (63) 的 第 N 个 部 分 和 定义 为 (60) 的 右 端 . 

假若 f 是 [一 x*，x]J 上 的 可 积 函 数 ， 对 于 一 切 整 数 m， 按 (62) 确 定 的 数 co， 
叫做 了 的 Fourier 系数 ， 用 这 些 系数 做 成 的 级 数 (63) 叫 做 f 的 Fourier 级 数 . 

现在 自然 要 发 生 的 一 个 问题 是 ，f 的 Fourier 级 数 是 否 收敛 于 f， 或 者 更 一 
般 地 说 ，/ 能 否 被 它 的 Fourier 级 数 确定 。 即 是 说 ， 如 果 知道 一 个 函数 的 Fourier 
系数 ， 能 否 找到 这 个 函数 ， 如 果 能 ， 怎 么 找 ? 

研究 这 种 级 数 ， 特 别 是 研究 用 三 角 级 数 表示 已 知 函数 的 问题 ， 起 源 于 物理 问 
题 ,例如 振动 理论 和 热传导 理论 (Fourier 所 著 “ 热 的 解析 理论 ”(“Théorie 
analytique de la chaleur”) 于 1822 年 出 版 )” 这些 研究 中 发 生 的 许多 困难 而 精致 的 
问题 引起 了 整个 实 变 函 数论 全 面 的 修正 和 改革 . 许多 杰出 的 数学 家 的 名 字 ， 诸 如 
Riemann，Cantor，Lebesgue 都 与 这 个 领域 紧密 联系 ， 现 在 可 以 恰当 地 说 ， 它 的 
一 切 推广 和 分 枝 在 整个 分 析 学 中 占有 核心 的 地 位 . 

我 们 将 满足 于 导出 一 些 基 本 定理 ， 这 些 定理 根据 前 几 章 所 展示 的 方法 ， 是 容 
易 理 解 的 ， 关 于 更 彻底 的 讨论 ，Lebesgue 积分 是 自然 而 必须 的 工具 

首先 讨论 性 质 类 似 于 (61) 的 更 一 般 的 函数 系 : 

8.10 定义 {和 加) (n= 二 1，2，3，…) 是 [a,， 5b] 上 合 于 


Js. Fd =0 (nm). (64) 


的 复 值 瑞 数 序列 那么 ，{ 加 } 叫 做 [a,，5b] 上 的 和 函数 的 正 交 系 ， 此外， 若是 
对 于 一 切 n 


上 1$(7) |zdz 一 1 (65) 


{加 ) 便 叫 作 正规 正 交 系 (orthonormal). 
例如 ， 函 数 (2x)-+e™~ 组 成 [一 x*，x]J 上 的 正规 正 交 系 。 实 函数 


1 cosr sinz cos2z sin2z ... 


后 "所 大 反 


同样 也 是 . 
假若 {如} 是 [a，5] 上 的 正规 正 交 系 ， 而 且 


= /FD (n=1,2,3"), (66) 
我 们 便 说 c。 是 了 关于 { 风 } 的 第 个 Fourier 系数 ， 我 们 写作 


(rz) ~ cogo(z) (67) 
T 
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并 且说 这 级 数 是 了 的 Fourier 级 数 (关于 {加} 的 ). 

注意 ,，(67) 中 的 符号 一 ， 并 不 意味 着 任何 关于 级 数 收敛 性 的 事实 ; 它 仅 表示 
系数 是 按 (66) 计 算 的 . 

下 列 定理 说 明 了 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 有 某 种 极 小 性 质 、 在 这 里 和 本 章 其 
余部 分 ， 我 们 都 假定 fE 2， 虽 然 这 假定 可 以 减弱 . 

8.11 定理 设 { 加 ) 是 [a, 6] 上 的 正规 正 交 系 . 令 


sw(z) = Denpalr) (68) 


是 的 Fouricr 级 数 的 第 nn 个 部 分 和 .又 假定 


tr) 一 Dype tn). (69) 
那么 
[Ee 7-epd， (70) 
并 且 ， 当 且 仅 当 
Yn = Cm (m= 1...n). (71) 
时 才能 使 等 式 成 立 ， 


这 就 是 说 ， 在 所 有 函数 4 中， 是 对 于 7 的 最 佳 均 方 通 近 . 
证 设 | 表示 在 [a,， 5b] 上 的 积分 ， 本 表 示 从 1 到 的 求 和 ， 于 是 按 {cn ) 的 
定义 ， 


[i = 1/373. = Dey. 
因为 {%%} 是 正规 正 交 的 ;那么 
hn l= fa = [B71#- D378, = 317als 
于 是 
[DD A 
=[ 1 7 De Det Dy7- 
=| -也 lot Biyal, 


显然 ， 当 且 仅 当 思 一 c- 时 ， 它 最 小 . 
在 算式 中 ， 令 yc。， 由 于 1 /一 4 上 之 0， 我 们 得 到 
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人 -ee Far = Sler <| re Pd， (72) 
8.12 定理 若 { 如 ) 是 [a, 4b] 上 的 正规 正 交 系 ， 又 著 


fl7) ~ DeepalD), 


Dos hin har (73) 
1 。 


特别 地 
lime, = 0. (74) 


证 在 (72) 式 中 令 n->oo， 就 得 (73)， 这 即 是 所 谓 “Bessel 不 等 式 ”. 

8.13 三 角 级 数 ” 从 现在 起 只 讨论 三 角 函 数 系 ， 将 要 考虑 的 函数 都 以 2 为 
周期 ， 都 在 [一 zx，x] 上 Riemann 可 积 (因而 又 在 每 个 有 界 闭 区 间 上 可 积 )， 那 么 了 
的 Fourier 级 数 便 是 (63)， 它 的 系数 c, 就 是 (62) 所 写 的 积分 ， 并 且 


sw(z) 一 sw(CFiz) = > cue (75) 
4 
是 了 的 Fourier 级 数 的 第 N 个 部 分 和 ， 不 等 式 (72) 现 在 变 作 
革 
Dlr < 去 | reop Pd (76) 


为 了 给 sw 找到 一 个 比 (75) 便 于 使 用 的 表示 式 ， 我 们 先 讲 Dirichlet 核 


1 
N sin([N+ |)z 
Du(z) = De™ = (Ne (77) 


人 
这 里 第 一 个 等 式 是 Dv(z) 的 定义 ; 如 果 将 等 式 
(ee 一 1D)Dw(z) = eM ee 


的 两 端 都 乘 以 -就 能 得 到 (77) 里 的 第 二 个 等 式 . 
由 (62) 式 与 (75) 式 求 得 


yas mdte™ 
0D 一 忆 才 [fede 


_1f Me 
| Pe, 
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所 以 


srr =2 | FWDyz— Dde 
2xJ-- 
| .fC 一 opvde (78) 


这 里 卷 人 的 函数 有 共同 的 周期 说明 积分 区 间 只 要 是 长 度 等 于 2r， 在 什么 区 间 
上 积分 是 无 关 紧 要 的 . 这 说 明 (78) 里 的 两 个 积分 相等 . 

关于 Fourier 级 数 的 逐 点 收敛 ， 只 证 一 条 定理 . 

8.14 定理 如 果 对 于 某 一 点 T， 有 两 个 常数 80 和 M<co， 对 所 有 的 
1E (一 8，6) ,使 得 


[lf(z+D)—/f(z) | 和 MI3I (79) 


limsw Cf12) = Cn， (80) 
证 当 0< 141 入 r 时 ， 定 义 
g(t) = LE — fz) (81) 
sin( 喜 ) 
再 令 g(0) 二 0， 由 定义 (77) 得 


去 六 pvcodz = 1 
绚 | -. 


所 以 (78) 表 示 


SCfiz) — f(z) = esin(N + 到) 地 


Wp £1 
= 去 | [eeoees Z JsinNeat 


1[" 让 
十 去 六 [esn 2 JeosNear. 


从 (79) 与 (81) 来 看 ，g(t)cos 去 与 g(t)sin 去 都 有 界 - 所 以 ， 根 据 (74) 式 ， 当 N 


一 co 时 上 边 两 个 积分 都 趋 于 零 ， 这 就 证 明了 (80) 式 . 

推论 ”如果 对 于 某 个 开 区 间 了 内 的 一 切 工 ，7(z) 一 0， 那 么 便 对 于 每 个 工 E 
1, limsw(f; x)=0. 

这 推论 还 有 一 种 叙述 方式 是 : 
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如 果 对 于 工 的 某 个 邻 域 之 内 的 一 切 !，FD) 一 g(D0， 那 么 当 N 一 co 时 
sw(Cfiz) 一 SNCEiT) = sn(f— gi7)—0. 


时 常 把 这 叫做 局 部 化 定理 ， 它 说 明 凡 是 说 到 收敛 性 时 ， 序 列 {sw (7; z)} 的 性 
态 只 依赖 于 f 在 的 某 个 (任意 小 的 ) 邻 域内 的 值 ， 所 以 两 个 Fourier 级 数 可 以 在 
一 个 区 间 里 有 相同 的 性 态 ， 而 在 另 一 个 区 间 里 便 完全 不 同 。 从 这 里 看 到 Fourier 
级 数 与 震级 数 (定理 8. 5) 之 间 有 极其 显著 的 不 同 . 

我 们 用 另外 两 个 通 近 定理 作 结束 . 

8.15 定理 如 果 三 连续 (以 2 为 周期 )， 并 且 e>0， 那 么 便 有 一 个 三 角 多 
项 式 已 ， 对 于 一 切实 数 工 


| P(z) 一 Fz) |<e 


证 ”如果 把 x 和 z 十 2x 等 同 起 来 ， 就 可 以 根据 映射 + 一 e” 把 R' 上 周期 为 2r 
的 函数 当 作 单位 贺 了 上 的 函数 ， 三 角 多 项 式 ， 即 是 形式 为 (60) 的 函数 ， 形 成 一 
个 自 伴 代数 :Y， 它 能 分 离 了 上 的 点 ， 不 在 了 的 点 消失 . 由 于 了 是 紧 的 ， 那 么 定 
理 7. 33 能 告诉 我 们 尽 在 《(T) 内 稠密 .这 正好 是 这 定理 所 断定 的 . 

习题 15 里 有 这 定理 的 一 个 更 确切 的 形式 . 

8.16 ”Parseval 定理 假定 与 g 都 是 Riemann 可 积 而 且 周 期 为 2x 的 函数 . 


Jrz) ~ Doer g(x) ~ Dye™. (82) 
那么 

bs 2 LF 
lm 2 fe -seo ldr=0, (83) 
Eh 

| fn Bd = Dey., (84) 
| | 7z) (an (85) 
Zn- DY 


证 我 们 将 要 用 记号 
Nnls= 人 去 [ac ar). (86) 


假设 给 定 了 e<0. 因为 fe2， 又 f(x) 二/( 一 x). 那么 第 6 章 习题 12 所 说 
的 方法 ， 能 造成 一 个 连续 的 2r 周期 的 函数 Ai， 合 于 


1 7 一 Al <e. (87) 


根据 定理 8. 15， 存 在 一 个 三 角 多 项 式 P， 对 于 所 有 的 工 满足 | hz) 一 PCz) | 
过 e; 从 而 Wh 一 Plls<e， 如 果 己 是 Ne 次 的 ,那么 定理 8. 11 表示 N 之 No 时 
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Na—Sy(m) :< lh—Pl,<e (88) 
根据 (72)， 用 4 一 代 换 f 
Sy) — Sys PN: = Ss — NN: < Nh— fl <e. (89) 
现在 三 角形 不 等 式 ( 第 6 章 习题 11) 与 (87) 、(88) 、(89) 联 合 起 来 就 能 说 明 
1 7 一 Sv(CP)1 <3e (NNo). (90) 
这 证 明 (83) 成 立 ， 其 次 
二 | spzar= 六 二 一 zt- Bez (91) 


和 Schwarz 不 等 式 ， 说 明 
| 奈 -[seooils[ -snsl 


<{f1r-sr rf lst}, 
根据 (83)， 当 N~ce 时 它 趋 于 零 . 比较 (91) 与 (92) 便 得 到 (84)， 最 后 ，(85) 是 
(84) 在 & 一 了 之 下 的 特别 情形 
第 11 章 还 有 定理 8. 16 的 较为 一 般 的 说 法 . 


函数 


这 函数 与 阶乘 有 密切 的 关系 ， 时 常 在 分 析 学 的 意料 不 到 的 地 方 出 现 ， 在 
P.J. Davis 的 有 趣 的 作品 里 (Amer. Math. Monthly，1959 年 ，66 卷 849 一 869 页 ) 
对 于 它 的 起 源 、 历 史 和 发 展 都 有 很 好 的 叙述 ， 书 目 中 Artin 的 书 是 另 一 本 很 好 的 
初等 引 论 . 

这 里 提出 来 的 内 容 很 紧凑 ， 在 每 个 定理 后 边 只 有 很 少 的 评论 ， 所 以 这 一 节 可 
以 看 作 一 个 大 的 习题 ， 也 是 应 用 以 前 提供 的 一 些 材料 的 机 会 

8.17 定义 当 0<zx<oo 时 


(92) 


T(z) 一 | rod. (93) 
0 


对 于 这 些 zx， 这 积分 收敛 .( 当 x 二 1 时 ，0 与 = 都 必须 观察 . ) 
8.18 定理 
(a) 如 果 0 一 rz 一 co ， 函 数 方程 
FTCz 十 1) 一 zTCz) 
成 立 . 
(TOnt+1)=n!, n=1, 2, 3, 
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(c)logT 在 (0，co) 上 是 酝 的 . 

证 ”一 次 分 部 积分 就 能 证 明 (a)， 因 为 F(1) 一 1， 那 么 用 归纳 法 就 能 由 (a) 推 
得 (b)， 如 果 1<p 二 oo， 又 (1/ 户 十 (1/q) 二 1， 将 Hlder 不 等 式 (第 6 章 习题 10) 
用 于 (93)， 便 得 到 

r(z#+E)< TCODIT(Y)Y. 

这 与 (0) 等 价 . 

Bohr 与 Mollerup 发 现 的 这 三 个 性 质 能 完全 表达 的 本 性 ， 这 事实 有 些 令 人 
惊奇 . 

8.19 定理 如 果 三 在 (0，co) 上 是 正 值 函 教 ， 合 于 

(Df (z+)=zrf(7), 

(DAD=1, 

(c)logf 是 是 的 ， 
那么 F(z) 一 PCz). 

证 因为 下 满足 (a)，(b)，(c)， 那 么 证 明 z>0 时 f(z) 是 (a)，(b)，(c) 惟 
一 决定 的 函数 就 行 了 .根据 (a) 只 须 对 于 xE (0，1) 做 到 这 一 步 就 够 了 

令 p=logf， 那 么 

pr+lD)=9(7)+logr (0< 工 <co)， (94) 


9(1) 二 0， 而 且 9 是 是 的 .假定 0<x<1， 而 nn 是正 整 数 。 根据 (94)，q(n 十 1) 二 
log(n1)。 现 在 考虑 一 下 9 在 [na，n 十 1]，[n 十 1，z 十 1 十 z]，[n 十 1， za 十 2] 三 个 
闭 区 间 上 的 差 商 。 既 然 p 是 凸 的 ， 那 么 


logn 二 nt (n+ D < log(n 十 1). 


重复 地 使 用 (94) 便 得 到 
ga 十 1 十 z) = p(z) +log[z(z+ 1) (z+ mn)]. 


所 以 
1 


re(1+): 


0<y7)— log[ 
最 未 的 式 子 当 ~-*co 时 趋 于 零 ， 从 而 确定 了 p， 证 明 也 完成 了 . 
作为 一 个 副产品 ， 我 们 还 得 到 了 一 个 关系 式 


二 aa 
TD = lim srF DT 二 


至 少 当 0 二 z<<1 时 是 这 样 ; 从 这 又 可 以 推 得 (95) 适 用 于 一 切 <>0; 这 因 
为 PFCz 十 1) 一 zTFCz). 
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8.20 定理 如 果 z>>0, 又 y>0， 那 么 


1 
1 Did = MDOT) 
Fe 《1 一切 一 dt Fizt (96) 


这 积分 是 所 谓 的 B 函数 B(x，y). 
证 注意 B(1， »=3, 照 定理 8. 18 那样 ， 根 据 Horlder 不 等 式 ， 知 道 
BLz，y) 对 于 每 个 固定 的 y 是 zx 的 凸 函数 ， 还 有 


B(x+1,y) = zB (97) 
要 证 明 (97)， 可 以 把 分 部 积分 用 于 
BCz+l2 = (TS) ao 
B(z，y) 的 三 个 性 质 说 明定 理 8. 19 可 以 对 于 每 个 y 用 于 


= L(+y) 
f(x) Poy) Blz,y). 


所 定义 的 函数 f。 所 以 f(x)==T(z). 
8.21 一 些 推论 用 :==sin?9 作 代 换 ， 便 将 (96) 变 为 


i A + | eo 2) 
2 Gsing) Geos) ”d= PEF. (98) 


特别 地 ， 当 =y 一 去 时 有 


r( 却 )= 导 (99) 
用 =? 作 代 换 ， 便 将 (93) 变 为 
re =2 ened <=<eo)， (100) 
特别 当 x 二 去 时 有 
人 eds = Vr. (10D) 


根据 (99) ， 可 以 从 定理 8. 19 直接 推 得 恒等式 


TCz) = 完 r()r( 轩 ) (102) 


176 第 8 章 


8.22 Stirling 公式 ” 当 工 很 大 时 ， 这 给 T(z 十 1) 提 供 了 一 个 简单 的 近似 表 


达 式 ( 当 nn 很 大 时 ， 就 是 n! 的 近似 表达 式 )。 这 公式 是 


lim _ T(z+ 
rm (IT/e)7VZXT 


下 面 是 一 种 证 明 . 在 (93) 中 置 :二 zx(1 十 w), 得 


一 1 


r(x+D) = "ef [a + we Tdu. 

确定 h(w)， 要 求 h(0) 二 1， 以 及 当 一 1<u<oo，u 关 0 时 

(+wWe"= exp[— 多 hw ] 
于 是 

hw = [ulog(l 十 由] 
因此 ,hh 是 连续 函数 ， 并 且 当 w 从 一 1 递增 到 oo 时 ，h(w) 从 吕 递 降 到 0. 

做 代 换 4 二 sV27T 后 ，(104) 式 就 变 成 
T(z+D = rev 于 | yls)ds 

这 里 


5 -| (- 于 <:<%)， 


注意 下 述 关 于 少 (*) 的 几 个 事实 : 
(a) 对 于 每 个 :来 说 ， 当 zcc 时 ， 
er. 
(b) 对 于 任何 A 二 oo 来 说 ，(a) 中 的 收敛 性 ， 在 [一 A，AJj 上 是 一 致 的 . 
(Qs<0 时 , 0<p(9<e 
(d)s>0 并 且 z>1 时 ,0<p(9<y(5). 
(e) [Fp (sds<o0. 


(103) 


(104) 


(105) 


(106) 


(107) 


因此 ， 第 7 章 习 题 12 中 所 说 的 收敛 定理 能 应 用 于 积分 (107)， 再 根据 (101) 


式 ， 就 证 明了 当 x 一 oo 时 这 个 积分 收 化 到 Vx， 这 就 证 明了 (103) 式 . 


R. C. Buck 的 “高 等 分 析 ”(Advanced Calculus) 第 216 一 218 页 中 有 对 这 个 证 
明 更 详尽 的 叙述 .在 Amer， Math，Monthly，1967 年 74 卷 1223 一 1225 页 
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W..Feller 的 论文 (1968 年 75 卷 第 518 页 有 一 订正 ) 及 Artin 的 书 第 20 一 24 页 中 有 
两 个 完全 不 同 的 证 明 . 
习题 20 给 一 个 精确 度 稍 差 的 结论 作 了 一 个 简单 的 证 明 . 


习题 


(天 0)， 


(z) 一 
A 0 (zr=0). 


试 证 了 在 z 一 0 有 一 切 阶 的 导数 ， 并 且 对 于 "一 1，2，3，…， 太 ”(0) 一 0 
2， 设 阵 


1 
上 入 
i 
= = 


ol | ol- 
a SI 


中 第 i 行 第 j 列 的 数 是 a。， 就 是 


0 Gi<), 
ay=4—1 (i=)), 
2 一 (i>)). 


试 证 
2 Das =-2, 2 > =0. 
3. 设 对 于 一 切 i,j 来 说 ，ay 三 0， 试 证 
53- DD 
(也 可 能 出 现 十 co 一 十 co 这 种 情况 ). 
4. 试 证 以 下 的 极限 关系 : 


(lime 1 =logb(s>0). 
Climle lt 1. 
ue 


COlim(1+z)t =e. 
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工 a 
Cd)lim (1 十 三) =e. 
5。 求 下 列 极限 
(lim— + 
2 
i 
Cb lm Lr —1]. 


tanZ 一 工 
(olimz01 ~eonzy’ 
(dlim sn. 

yotan 工 一 工 


6.， 设 对 任何 实数 =，>，J(z)7(y)=F(z 十 ?)， 
(a) 假 设 /可 微 且 不 是 零 ， 试 证 
Jr) = co 
这 里 “是 常数 . 
(b) 只 假定 了 连续 ， 证 明 这 同一 结论 . 
7. 设 0<zr< 至 ， 试 证 


二 
到 过 < 


8， 设 n= 二 0，1，2，…， 而 是 实数 ， 试 证 
|sinnz |< nl|sinz|. 


注意 ， 对 于 其 他 的 n 来 说 ,不等式 可 能 不 成 立 ， 例 如 ， 


sin 才 "|> 十 1 sinx |. 


1 er 
9，(a) 令 sw 二 1 十 如 十 … 十 向 试 证 
lim sy — logN) 
nm 


存在 . (这 个 极限 叫做 Euler 常数 ， 通 常 记 作 Y， 它 的 数值 是 0. 5772…， 还 不 知 
道 7 是 有 理 数 还 是 无 理 数 . ) 
(bm 大 约 要 多 大 ， 才 能 使 N 一 10” 满足 
sy > 1003 
10. 试 证 21/p 发 散 ; 和 中 的 请 遍历 一 切 质数 . 


(这 说 明 ， 质 数 是 正 整 数 集 的 真正 有 份量 的 子 集 - ) 
提示 : 给 定 N， 设 p:，…，pps 是 那样 的 质数 ， 它 至 少 能 整除 一 个 不 大 于 NN 
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的 正 整数 ， 那 么 


最 后 这 个 不 等 式 能 成 立 ， 是 因为 当 0<r< 冯 时 ， 


(1 一 z 二 oz 
(这 个 结论 有 许多 种 证 法 .例如 ， 可 参看 I Niver 在 Amer. Math. Monthly， 
1971 年 78 卷 ，272 一 273 页 的 文章 ， 以 及 R. Bellman 在 Amer. Math. Monthly， 
1943 年 50 卷 318 一 319 页 的 文章 ) 
11. 设 对 于 一 切 4 二 co， 在 [0，4] 上 JE 298， 而 当 z 一 c2 时 ， 太 z) 一 1. 
试 证 
limt| eercodz=1 (> 0). 


12. 设 0<3<r， 当 |z1<8 时 f(z)=1, 当 6<1xz| 人 x 时 f(z)=0， 而 对 
于 一 切 x， f(xz+2x)=f(z). 

(a) 求 了 的 Fourier 系数 . 

《b) 推 证 


Di (0an. 
“i 2 


(c) 由 Parseval 定理 导出 


(由) 令 6->0 以 证 


(e) 在 (c) 中 令 5 一 到， 能 得 出 什么 结论 来 ? 
13， 当 0<r<2x 时 ， 令 f(z)=z， 应 用 Parseval 定理 推 证 


14. 设 在 [一 xz。 xz] 上 F(z)=(x 一 | 工 | )*， 试 证 
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并 推 证 


〈E. L. Stark 的 最 近 的 作品 ， 对 形 如 Zn “的 级 数 多 有 论 及 ; 这 里 的 s 是正 整 
数 ， 参 看 Math. Mag. ，1974 年 47 卷 ，197 一 202 页 . ) 
15. 设 D, 的 定义 为 (77) 式 ， 而 令 


本 
Kw(z) = TiZZD.(z) 


1 .1 一 cosCN 十 Drz 
N+I 1 一 cosz 


CaoKw>>0， 
中 去 |Kvcodaz= 1 


和 
1 一 cos6” 
设 sw=sw(f; z) 是 了 的 Fourier 级 数 的 第 N 个 部 分 和 ， 并 设 


.he /We soil 


RN N+1 


(0 阁 0<8< 1z1 <x, 那么 KvCoD<AHi 


是 算术 平均 值 ， 试 证 


oad fz) = 下 | rz-oKvod， 


并 由 此 证 明 Fejér 定理 : 
设 了 连续 ， 以 2r 为 周期 ， 那 么 ， 在 [一 r，z] 上 av(f; X) 下 f(T) 是 一 致 的 
提示 : 应 用 性 质 (a) 、(b) 、(c) ， 像 在 定理 7. 26 中 那样 进行 . 
16. 证 明 Fejér 定理 的 一 个 逐 点 收敛 的 说 法 : 
设 fEQ 且 在 某 些 点 工 上 jz 十 )，JCz 一 ) 存 在 ， 那 么 


limow fiz) = [fz + fo 


17. 假设 f 在 [一 *，x*) 有 界 且 单 调 ， 并 且 它 的 Fourier 系数 c, 由 《62) 式 
定 出 、 
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(a) 用 第 6 章 习 题 17 证 明 {nc,} 是 有 界 序列 . 
(b) 把 (a) 及 习题 16 与 第 3 章 的 习题 14(e) 结 合 起 来 ， 以 证 明 ， 对 于 每 个 z， 


limsw fiz) = 吝 [f (z+ fz] 


(c) 如 果 只 假定 在 [一 x*，] 上 fE 久 ,而 在 某 开 区 间 (a，p)C[L 一 x，x] 单 调试 
证 ， 对 于 每 个 zxE (xc，B) ，(b) 的 结论 仍 能 成 立 . 

(这 是 局 部 化 定理 的 一 项 应 用 ). 

18. 设 


f(x) = 了 2 一 sinsztanz 


g(x) 一 2zrz — sin’x — rtanr. 


对 每 个 函数 来 断定 ， 对 一 切 zE (0， 至 }， 函 数值 都 是 正 的 ， 或 者 都 是 负 的 ， 还 


是 变 号 证实 你 的 答案 ， 
19. 设 了 是 R' 上 的 连续 函数 ，f(z 十 2x) 三 f(z)， 并 且 a/* 是 无 理 数 . 


试 证 : 
1 1 
加 再 加 f(z+m) = fa 
对 于 每 个 成立 提示: 先 对 f(z) 一 e 来 证 . 


20， 下 面 的 简单 计算 能 得 出 Stirling 公式 的 一 个 很 好 的 近似 值 
设 m=1，2，3，…， 当 mszsm 十 1 时 ， 规定 


f(xz) = (m+1—z)logm+ (zx— m)log(m+1) 
而 当 加 一 十 <<z<mw 十 吉 时 ， 规 定 


8(z) 一 大 一 1 十 logm 
作出 /和 gg 的 图 像 ， 注 意 ， 当 x 之 1 时 f(z)<logr<g(z)， 并 且 
[cnar = logonD 一 二 logn > 一 二 + 人 ecodr 
在 [1，nJ 上 积分 logr， 就 推断 出 当 n 一 2，3，4，… 时 


1 
了 <logtnD 一 (n++ 训 iogn+n<1 
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(注意 : logV2r 一 0. 918…). 于 是 


起 二 一 过 


<e. 
Cn/eO" Vn 


21. 设 
这 总 直 [ 1 D.CD | de (n= 1,2,3,.). 
2xrJ-- 


试 证 ， 存 在 着 常数 C>0， 使 得 
L,> Clogn (n= 1,2,3,.), 
或 者 更 精确 些 ， 就 是 序列 


{一 入 logn 


有 界 . 
22， 设 a 是 实数 ， 一 1 二 +<1， 试 证 牛顿 二 项 式 定理 : 


QtnD =1+ -De atDy. 


ml nl 
提示 : 把 右 端 记 作 f(x) 证明 级 数 收敛 ,证明 
(1 十 z) PCz) = af(z) 


再 解 这 个 微分 方程 . 
又 设 一 1 二 rz 二 1， 并 设 a0. 试 证 
Rl -也 Mt 
23， 设 7 是 复 平面 里 的 连续 可 微 闭 曲线 ， 它 的 参数 区 间 是 [a，5]， 并 假定 对 
每 个 itE[a， 的 、7(D 天 0 定义 y 的 指标 是 


M0) 
Ind(y) = 2 TO 


试 证 Ind(y) 必 定 是 整数 . 
提示 : 存在 [a,， 5] 上 的 函数 p，8 一 Y/Y，qp(a) 二 0， 因 此 Yexp( 一 9) 是 常 
数 ， 因 为 7(a) 二 7(5)， 于 是 expg(5) 二 expp(a) 二 1， 注 意 


gp(b) = 2xilnd(7). 


当 y=e*，a=0， 6 二 2x 时 ， 求 Ind(7). 
解释 为 什么 通常 把 Ind(7) 叫 做 Y 绕 0 的 国教 - 
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24. 令 7 是 习题 23 中 那样 的 曲线 ， 又 假定 7 的 值 域 与 负 实 轴 不 交 ， 试 证 
Ind(7) 一 0. 提示 : Ind(y+c) 在 0 委 c<<co 上 是 ec 的 连续 整数 值 函数 、 又 当 co 
时 ，lnd(y 十 c) 一 0. 


25. 设 为 ，): 都 是 习题 23 中 说 的 那样 的 曲线 ， 并 且 
lInD—%WI<InW) (agigb). 


试 证 Ind(7,)=Ind(y;). 
提示 : 令 7=7/7,， 于 是 1 1 一 7 | 过 1， 而 据 习 题 24， 必 然 Ind(7) 二 0， 又 


A 


26. 设 了 是 复 平面 里 的 闭 曲线 (不 需 假定 可 徽 )， 参 数 区 间 是 L0，2x]， 并 且 
对 于 每 个 tE [0，2x]，7(0) 天 0. 
选 定 6 之 0， 使 得 对 于 一 切 tkE [0，2x]， 合 于 | Y(t) | >6. 设 Pl，P: 是 对 


于 一 切 4E [0，3zx] 都 合 于 | Pi(D 一 X(0) | 王立 的 三 角 多 项 式 ( 据 定理 8. 15， 这 样 
的 多 项 式 必定 存在 ) ， 利 用 习题 25 证 明 
Ind(P,) = Ind(P,) 


把 这 个 公共 的 值 定义 作 Ind(7). 
试 证 习题 24 及 25 的 叙述 不 要 任何 可 微 性 的 假定 ， 仍 然 成 立 . 
27. 令 了 是 定义 在 复 平面 中 的 连续 复 函数 ， 设 有 正 整数 ”及 复数 < 夭 0， 合 于 


lim z"f(z) = ¢. 


试 证 至 少 有 一 个 复数 = 能 使 f(z) 一 0. 
注意 ， 这 是 定理 8. 8 的 推广 . 
提示 : 假如 对 于 一 切 z，f(z) 承 0， 定 义 
yD) = Fo) 


这 时 0<r<oo,0<1<2x， 而 对 有 曲线 7, 来 证 明 以 下 的 命题 : 
(a)Ind(y,)=0. 
(b) 当 rr 足够 大 时 ，Ind(y,)==n. 
(c)Ind(y.) 是 -在 [0，co) 上 的 连续 函数 
[在 (b) 和 (c) 中 ， 利用 习题 26 的 后 一 部 分 . ] 
证 明 ， 由 于 n>0，(a)、(b) 与 (c) 是 矛盾 的 . 
28， 令 万 是 复 平面 中 的 闭 单位 圆 盘 . ( 即 是 当 且 仅 当 1 = | 1 时 z€D.) 又 
令 g 是 把 5D 映 信 单位 图 T 的 连续 映射 (于 是 对 于 每 个 zED，| g(z) | 一 1.) 
试 证 ， 至 少 有 一 个 =*E T， 使 得 g(z) 一 一 = 
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7.(1) 一 gCre*)， 
而 置 %(t) 二 e “y(t). 如 果 对 于 每 个 zET，g(z) 天 一 z， 那 么 对 于 每 个 
tE[0，2x] 就 bb 天 一 1 因此， 据 习题 24 及 25，Ind(y) 二 0。 因 之 
Ind(y) = 1. 
但 Ind(m ) 一 0， 像 习题 27 那样 ， 导 出 矛盾 来 . 
29， 试 证 把 万 映 人 万 的 每 个 连续 映射 在 万 中 有 不 动 点 
(这 是 Brouwer 的 不 动 点 定理 的 二 维 情形 . ) 
提示 : 假定 对 每 个 xE 万 ，F(z) 天 z。 给 每 个 xE 万 联系 一 点 5(z)ET， 该 点 
位 于 从 f(z) 出 发 而 通过 z 的 射线 上 . 于 是 g 把 万 映 入 工 内 ， 而 当 gET 工 时 ，& 
(z) 一 xz， 因为 
g(z) = = 一 s(z)[(z) 一 z]， 
所 以 g(z) 连 续 ， 这 里 *(z) 是 某 个 二 次 方程 的 惟一 非 负 根 ， 这 方程 的 系数 是 ] 和 = 
的 连续 函数 .应 用 习题 28. 
30. 利用 Stirling 公式 证 明 : 对 任意 实数 常数 c， 
.T(zt+o) _ 
lim Fz) 一 
31. 在 定理 7. 26 的 证 明 中 ， 我 们 有 


A 
ha 1 


试用 定理 8. 20 和 习题 30， 证 明 下 述 更 准确 的 结论 : 


im a — xr)"dr = Vx. 


线性 变换 


本 章 开始 先 讨论 ” 维 欧 氏 空间 R" 内 的 向 量 的 集 ， 这 里 提出 的 代数 事项 ， 不 
用 改变 就 可 以 扩充 到 任何 标量 域 上 的 有 限 维 向 量 空间 去 ， 但 是 按 我 们 的 目的 来 
说 ， 只 限于 欧 氏 空间 提供 的 那 种 束 悉 的 结构 就 够 了 

9.1 定义 

(a) 非 空 集 XCR" 是 一 个 向 量 空间 ， 如 果 对 于 所 有 xE X，yE X 及 所 有 标量 
c» x+y€EX, HexEX. 

(bb) 著 x， ER"，c1，…，ci 为 标量 ， 则 向 量 cx 十 … 十 cex 叫做 xi， 
…，xl 的 线性 组 合 ， 若 SCR"， 而 为 S 内 的 元 素 的 所 有 线性 组 合 的 集 ， 便 说 S 
生成 E， 或 说 巨 是 S 的 生成 . 

注意 ， 每 个 生成 是 向 起 空间 . 

(Ok 个 向 量 x ，…，x 的 集 (以 后 记 作 {x ，…， 二 站 叫做 无 关 的 ， 如 果 从 
关系 式 om 十 十 cx 二 0 可 以 推出 a 二 … 一 c=0， 不 然 的 话 就 说 
(二) 是 相关 的 . 

注意 ， 无 关 集 不 含 零 向 最 . 

(d) 若 向 量 空间 X 含有 由 7 个 向 量 做 成 的 无 关 集 ， 但 是 不 含 r 十 1 个 向 量 的 无 
关 集 ， 便 说 X 是 r 维 的 ， 并 记 作 :dimX 一 ~ 

只 含 0 的 集 ， 是 一 个 向 基 空 间 ， 它 的 维 数 是 0. 

(e) 如 果 向 量 空间 XX 的 一 个 无 关子 集 能 够 生成 X， 则 把 这 个 无 关子 集 叫做 X 
的 基 。 

注意 ， 若 B= {z，…， 六 } 是 X 的 一 个 基 ， 则 每 个 xEX 能 惟一 地 表示 成 
一 Scixj。 因 为 也 生成 X， 所 以 这 样 的 表示 存在 ， 又 因 B 是 无 关 的 ， 所 以 这 个 表 
示 是 惟一 的 .cf，…，c: 这 些 数 叫做 x 关于 基 忆 的 坐标 - 

集 {fea ，…，e,) 是 我 们 最 熟悉 的 基 的 例子 ， 这里。 是 R" 中 的 向 量 ， 它 的 第 
j 个 坐标 是 1， 而 其 余 坐 标 是 0. 若 xER"， x 二 (x ，…，z,)， 则 x 一 Zzie)。 我 
们 把 {el，…，e.} 叫 做 R" 的 标准 基 。 

9.2 定理 设 r 为 正 整数 ， 若 向 量 空间 XX 能 由 7 个 向 重 的 集 生成 ， 那 么 
dimX<r. 

证 若 定理 不 成 立 ， 就 要 有 一 个 向 量 空间 X， 它 含有 无 关 集 Q 一 
(yn，…， yr1)， 但 X 能 由 含 7 个 向 量 的 集 5。 生成 

假设 0<i 一 r， 而 我 们 已 经 作成 了 生成 X 的 集 S:， 它 含有 y: 1<j<i 及 5S。 
中 的 某 7 一 i 个 元 ， 设 它们 是 ，…，x,( 换 句 话说 ，S, 是 把 S。 中 的 个 元 代 以 
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Q 的 成 员 而 不 改变 它 的 生成 ) 因为 S; 生成 XxX，y,+1 在 XX 中 ， 所 以 有 标量 a1， 
dts 和 ，…， 和 -其 中 ar 一 1， 使 得 


网 es 
Daiyi t+ Dors = 0. 


如 果 所 有 b 为 0， 那么 Q 的 无 关 性 将 要 迫使 所 有 a; 为 0， 矛盾 .所 以 必 有 某 个 
ES,, 它 是 T= 二 S,U {yi+1} 的 其 余 元 的 线性 组 合 。 从 T, 中 把 这 个 x 去掉， 而 
把 所 余下 来 的 集 叫做 S+:， 那 么 S+: 与 Ti 生成 的 空间 相同 ， 即 是 X， 于 是 S++ 
具有 对 于 S, 所 假定 的 那些 性 质 ， 只 是 把 其 中 的 ; 换 成 ?十 1 而 已 . 

从 5。 出 发 ， 我 们 照 这 样 造 出 集 S,，…，3S， 其 最 后 一 个 由 彤 ，…， 风 组 
成 ， 并 且 我 们 的 构造 方法 ， 说 明 它 能 生成 X， 然 而 Q 是 无 关 的 ， 所 以 ?不 在 
S, 的 生成 之 中 ， 这 矛盾 说 明定 理 成 立 . 


推论 dimR" 一 m. 
证 因 {e，…，e,) 生 成 R". 由 本 定理 知道 
dimR"<n 
因 {e1，…，e,) 是 无 关 的 ， 所 以 dimR" 之 n. 


9.3 定理 设 义 为 向 量 空间 ， 且 dimX 二 n. 
(a)X 中 nn 个 向 量 的 集 下 能 生成 六 ， 当 且 仅 当下 是 无 关 的 。 
(b)X 必 有 基 ， 而 且 每 个 基 由 n 个 向 重组 成 . 


(中) 车 1 过 7r 过 ns 而 {J，…， 罗 } 是 X 中 的 一 个 无 关 集 ， 则 X 必 有 包含 
(1 ，…， 多 } 的 基 . 
证 设 下 ={on，…，xzo) 因 dimX 一 nm 对 于 每 个 ?了 E X， 集 


{xi，…，x，3?} 是 相关 的 . 若 巨 是 无 关 的 ， 那 么 了 就 在 巨 的 生成 中 ; 因此 玉生 
成 X. 反之 ， 若 已 相关 ， 就 可 以 去 掉 已 中 一 元 而 不 改变 下 的 生成 ， 因 之 ， 由 定 
理 9.2, EE 不 能 生成 X. (a) 证 完 . 

因 dimX 二 n，X 必 含 有 个 向 量 的 一 个 无 关 集 ， 但 是 (a) 说 明 这 样 的 集 是 X 
的 基 . 由 9.1(d) 及 9.2 即 得 (b). 

今 证 (c)， 设 {x ，…，x,}) 是 X 的 基 . 集 


SS 一 人 


能 生成 XX， 又 因为 它 包含 的 向 量 多 于 n 个 ， 所 以 是 相关 的 . 定理 9. 2 所 用 的 论证 
说 明 ， 这 些 x 中 必 有 一 个 是 S 中 其 他 元 的 线性 组 合 ， 若 从 S 中 去 掉 这 个 x,， 所 
余 的 集 仍然 能 生成 X. 这 种 手续 重复 "次 就 得 到 一 个 包含 {六 ，…，y} 的 向 量 
组 ; 据 (a), 它 是 的 一 个 基 - 

9.4 定义 向 量 空间 X 到 向 量 空间 Y 的 一 个 映射 A 叫做 线性 变换 ， 假 如 对 
于 所 有 xi ，xa，xEX 及 所 有 标量 < 


AGO rx) 一 Ar 十 hr:s，A(cr) 一 chAr 


成 立 ， 如 果 A 是 线性 的 ， 便 时 常 把 A(x) 写 成 Ax. 

注意 ，A 若是 线性 的 ， 便 有 A0 一 0 还 要 注意 ， 一 个 把 X 变 成 了 的 线性 变 
换 ， 完 全 决定 于 它 关于 任何 基 的 作用 : 如 果 {x,，…，x,) 是 X 的 一 个 基 ， 那么 
每 个 YEX 有 惟一 的 一 个 表示 式 


而 A 的 一 次 性 (线性 ?容许 我 们 用 公式 
i 
从 向 最 Ar ，…，Ax, 及 从 标 c，，…，c, 计算 Ax 


X 到 XX 的 线性 变换 ， 时 常 叫做 X 上 的 线性 算 子 . 若 A 是 X 上 的 线性 算 子 ， 
它 (D) 是 1-1 的 ，(ii) 把 X 映 满 X， 则 说 A 是 可 弟 的 ， 这 时 可 以 在 X 上 定义 一 个 
线性 算 子 A '， 要 它 对 于 所 有 xEX 使 得 A (Ar) 一 x 成立， 不 难 对 于 所 有 x 
X 证 明 A(A zx)=x， 并 且 A“ 是 线性 的 . 

关于 有 限 维 向 量 空 间 上 线性 算 子 的 一 个 重要 事实 是 ， 上 述 条 件 (iD 与 (ii) 中 的 
每 一 个 ， 都 可 推出 另 一 个 : 

9.5 定理 有 限 维 向 量 空间 X 上 的 线性 算 子 A 是 1-1 的 ， 当 且 仅 当 人 的 值 


域 是 X 全 体 . 
证 设 {xi，…， az } 是 X 的 一 个 基 .A 的 线性 ， 说 明 它 的 值 域 CA) 是 集 Q 
二 {Ax1，*…，Ax,) 的 生成 。 于 是 由 定理 9.3(a) 可 以 推 得 ， 多 A) 二 X 当 且 仅 当 Q 


是 无 关 的 .现在 要 证 明 Q 是 无 关 的 ， 当 且 仅 当 人 A 是 1-1 的 . 

设 A 是 1-1 的 , 且 ZcAx,=0. 于 是 A(Zcxi) 一 0， 因 之 ZCcx,) 一 0. 由 此 
ca=…= 一 ce 一 0 即 Q 是 无 关 的 . 

反之 设 Q 是 无 关 的 . 如 果 A (Zcx,) = 0， 于 是 ZcAx, = 0， 因此 
a 二 … 二 6 二 0. 所 以 只 有 当 x=0 时 才 有 Ax 二 0， 如 果 Ar 一 A?， 那 么 A(x 一 了 一 
Ax 一 Ay 0， 因此 x 一 y=0， 这 就 是 说 A 是 1-1 的 . 

9.6 定义 

(a) 设 L(X，Y) 是 向 量 空间 X 到 向 量 空间 Y 内 的 所 有 线性 变换 构成 的 集 ， 把 
L(X，X) 简 写成 L(X). 车 A，A:zEL(X,，Y) 而 ci，c: 是 标量 .定义 clA, 十 
czA: 是 这 样 一 个 变换 : 

(aAitcAd)r = aArticAr (rEX). 


显然 ,cAi 十 cA EL(X, YY). 
(b) 设 X、Y、Z 为 向 量 空间 . 车 AEL(X, Y), BEL(Y, 2)， 将 A 与 B 的 
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(BA4)x 一 BOh4r) (x€ X). 
定义 为 它们 的 乘积 BA， 那么 BAEL(X，2). 

注意 ，BA 不 必 与 AB 相同 ， 即 使 X=Y 一 Z 也 是 这 样 . 

(c) 对 于 AELCR"，R")， 定 义 A 的 范 数 ‖A 1 为 所 有 数 | Ax | 的 最 小 上 界 
sup， 这 里 x 取 遍 尺 " 中 合 于 | x | 志 1 的 一 切 向 量 x. 

注意 ， 不 等 式 

laril<1411xf 

对 于 所 有 xE€ R" 成 立 ， 又 如 果 4 对 于 所 有 xER" 使 | Ar | <X | x | 成立， 那么 
lAN ea. 

9.7 定理 

(a) 若 AEL(R"，R"),， 则 上 A 二 oo 且 A 为 R" 到 R" 的 一 致 连 续 映射 

(b) 若 A，BEL(R"，R")，c 为 一 标量 ， 那 么 

lA+BI < IAL+HBI, lAl=lcl AN. 
以 | A 一 B1‖ 作 为 A，B 之 间 的 距离 ， 那 么 L(R"，R") 就 是 一 个 度量 空间 . 
(o) 荐 AEL(R"，R"), 而 BEL(R"，R'), 则 
BAN IBIIAN. 

证 

(a) 设 {e1，…，e,) 为 R" 中 的 标准 基 ， 又 设 * 一 Zce,， | x | 短 1， 由 此 对 于 
所 有 i=1，2，…，n，|1c | 委 1， 于 是 

14x|= 1zc4he,| 委 Zec114e| 和 Zhe,|. 

所 以 


141 < 214e1< cc. 


因为 当 x，yER" 时 |Ax 一 Ay | 三 Al 1xz 一 ?| ， 所 以 A 是 一 致 连续 的 . 
(b)(b) 中 的 不 等 式 ， 由 不 等 式 
1(4+B)zrl= 14r+ 了 Be 和 14x1+1B1<C1AI 二 BID) 1zx1 推 来 . 


(b) 中 第 二 部 分 按 同 样 方式 证 明 。 若 
A,B,C € L(R",R"), 
可 得 到 三 角形 不 等 式 
IA—Cl = lM-—B+(B-O0<IA-BI+IlB—cCl, 
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易 证 | A 一 B 1 有 度量 的 其 他 性 质 - 
《(c) 最 后 ， 由 下 式 推出 (c) : 
1 (CBA)xz1=|1 BCAx) | 和 1B11Acl<1Bl1AINIz1. 
因为 我 们 现在 在 空间 L(R" ，R" ) 内 有 了 度量 ， 开 集 、 连 续 等 概念 对 这 些 空间 
就 有 了 意义 ， 下 面 的 定理 就 要 利用 这 些 概念 . 
9.8 定理 设 人 为 R" 上 所 有 可 北 线 性 算 子 的 集 . 
(a) 若 AEN，BEL(R"), 而 且 
1B 一 Al。141 <1, 
则 BEQ. 
(b)Q 是 L(R") 的 开 子 集 ， 映 射 A 一 A ' 在 上 是 连续 的 . (显然 ， 它 又 是 把 
0 映 满 Q 的 1-1 映射 它 是 其 自身 的 逆 . ) 
证 
(a) 令 14 '=1/a, 令 1 8 一 A1 =p， 那么 B<a， 对 于 每 个 xER"， 
alxl=alA'Ax|<alA'l .|Ar| 
=| Ar | 和 | (4 一 B)x|l+| Br | 和 Blzl+lBrl， 


所 以 ， 
Ce 一 有 1xrl<lBrl CreRo). (1) 


因为 a 一 8>0，(1) 说 明 只 要 x 关 0， 则 Bx 关 0。 所 以 B 是 1-1 的 . 根据 定理 
9.5，BE NA， 这 对 于 一 切合 于 上 B 一 A1 <a 的 B 都 成 立 ， 这样 就 证 明了 (a) 而 且 
0 是 开 集 . 

(b) 然 后 在 (1) 里 把 x 换 作 By 所 得 的 不 等 式 


(ae 一 B) lB'yIl<IBB'y|=|y| CER) (2) 
说 明 | B ' 趾 己 (a 一 8)“，， 于 是 恒等式 
B- 一 AU= BCA 一 BA 
与 定理 9. 7(c) 合 起 来 就 得 出 
' ， ， £ 人 a 
1B*—A'I<IlB NIA-BIIA < ma-p 


因为 当 B-~A 时 ，B->0， 这 证 明了 (b) 中 连续 性 的 论断 . 
9.9 和 矩阵 设 (如 ，…，z} 与 41 ，…，ym} 分 别 为 向 量 空间 X 与 Y 的 基 ， 
于 是 每 个 AEL(X，Y) 确 定 一 组 数 wy， 使 得 


Axr; = Dasy: (入 ji 入 由. (3) 
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把 这 些 数 形象 地 写成 一 个 m 行 a 列 的 长 方 阵 是 方便 的 ; 称 这 个 长 方 阵 为 m 行 n 
列 的 矩阵 (又 简称 为 mXn 和 矩阵) 


an aa … am 
[4] Es da dz dan 
Um Um Um 

注意 ， 向 量 Ax, 对 于 基 {%，…，y 包 } 的 坐标 出 现在 [4A] 的 第 7 了 列 ， 所 以 向 量 


Ax, 往往 叫做 列 向 量 .应 用 这 个 名 词 ， 可 以 说 A 的 值 域 是 由 [A] 的 列 向 量 生 
成 的 
车 x=Zcx,， 由 A 的 线性 及 (3) 式 ， 就 得 到 


= DP) (4) 


所 以 ， Ax 的 坐标 为 asc,。 注意 ， 在 (3) 中 按 w 的 第 一 个 下 标 求 和 ; 而 当 计算 坐 
标 时 ， 则 是 按 第 二 个 下 标 求 和 . 

假定 已 经 给 出 了 一 个 具有 实数 阵 元 a 的 m Xn 矩阵， 如果 这 时 A 由 (4) 定 义 ， 
显然 AEL(X，Y)， 而 且 [A] 就 是 所 给 的 矩阵 ， 于 是 ， 在 LC(X，Y) 与 所 有 实 mx 
矩阵 的 集 间 ， 存 在 一 个 自然 的 1-1 对 应 。 可 是 还 要 强调 ，[4] 不 只 是 依赖 于 A， 
还 与 X 及 Y 中 基 的 选择 有 关 ， 如 果 换 基 的 话 ， 同 一 个 A 可 以 导致 许多 不 同 的 逢 
阵 ， 反 之 亦 然 ， 我 们 不 打算 再 进一步 去 讨论 这 一 点 ， 因 为 我 们 将 在 固定 的 基 上 进 
行 工作 (关于 这 和 问题， 在 8 9. 37 里 提供 了 一 些 评注 ). 

若 Z 是 第 三 个 向 量 空间 ， 具 有 基 {z ，…，z}， 如 果 A 由 (3) 式 给 出 ， 而 


By, = > bszt， (BA)z = De 
5 Tt 
那么 AEL(X, Y)，BEL(Y,，Z)，BAELC(X，Z); 又 因为 
B(Ax)= Boy = DasBy, 
= Dus Donr, 
Cs 
= 5D (Dosas)zr, 
1 二 
那么 ，{za ，…，zo } 的 无 关 性 就 说 明 
c= Doras (SkSp, 1<j<n. (5) 


这 说 明了 如 何 由 LB] 和 [A] 来 计算 pX 甜 阵 [BA]， 如 果 我 们 把 [BJLA] 定 义 为 
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[BA]， 那 么 (5) 式 描绘 了 矩阵 乘法 的 普通 法 则 - 
最 后 , 设 {，…， 与 { 玉 ，…，ym) 为 R" 与 R" 的 标准 基 ， 而 A 由 (4) 给 
出 。 从 Schwarz 不 等 式 ， 得 到 


1Ar 下 -对 (2owe) < 2 (De D3) 
= Das | xl. 


所 以 
141 < {Des} (6) 


如 果 A，BEL(R"，R")， 而 把 (6) 中 的 A 代 以 B 一 A， 就 可 以 知道 ,矩阵 元 
是 某 个 参 变量 的 连续 函数 时 ，A 也 是 连续 的 ， 更 确切 地 说 ， 就 是 : 

若 S 是 一 个 度 重 空间 ， 且 au ，…，a- 是 S 上 的 实 连续 函数 ， 又 若 对 于 每 个 
PES，A, 是 R" 到 R" 内 的 线性 变 摘 ， 它 的 乱 阵 的 阵 元 为 ay(p)， 那 么 映射 
-=A, 为 S 到 上 L(R.，R") 内 的 连续 映射 . 


微分 法 


9.10 前 言 
为 了 得 到 定义 在 R"( 或 R" 中 的 开 子 集 ) 上 的 函数 的 导数 定义 ， 现 在 对 大 家 熟 
悉 的 n=1 的 情形 ， 取 另 一 种 观点 ， 看 看 怎样 把 "一 1 时 的 导数 解释 一 下 ， 便 能 白 
然 地 扩充 到 mn 二 1 的 情况 . 
设 f 是 定义 在 (a,， 失忆 R' 上 的 实 函数 ，zE (a，5)， 那 么 ，/(X) 通 常 定义 
作 实 数 
lim 全 fr) ， (7) 
当然 ， 这 里 假定 这 个 极限 存在 ， 于 是 
jz 十 和 一 FCz) = nh+rh), (8) 


这 里 “ 余 项 ”r(h) 很 小 ， 这 意思 是 说 


r(h) 
一 0. (9) 


lim 
Ah 


注意 ，(8) 式 把 差 式 f(z 十 有 ) 一 f(z) 表 示 成 h 的 线性 函数 f(z)h 与 一 个 小 余 
项 的 和 ， 这 里 线性 函数 的 功能 是 把 h 变 成 f(z)h。 所 以 我 们 可 以 不 说 了 在 工 的 
导数 是 一 个 实数 ， 而 说 它 是 在 R' 上 把 变 为 /(z)h 的 线性 算 子 . 

(注意 ， 每 个 实数 a 都 能 引出 R' 上 的 线性 算 子 ; 所 说 的 这 个 算 子 ， 只 是 用 “ 
去 乘 ， 反之 , 把 R' 变 成 R' 的 每 个 线性 函数 ， 都 是 乘 以 某 个 实数 ， 正 是 R' 与 
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上 (R' ) 之 间 的 这 个 1-1 对 应 关系 ， 促 成 了 上 面 的 说 法 . ) 
其 次 考虑 把 (4，5)CR' 映 和 人 R" 的 函数 f。 这 时 ,f(x) 被 定义 做 满足 
lim e+) 
的 向 量 ?E R" (假如 它 存在 的 话 )。 这 个 式 子 可 以 重 写成 
f(z+h)— f(x) = hy+r(h), (11) 


这 里 ， 当 jh-=0 时 ，r(h)/h->0. (11) 式 右 端的 主 项 ， 又 是 产 的 线性 函数 ， 只 要 把 
每 个 hER' 与 向 量力 ER" 相 联 系 ， 就 使 每 个 JE R" 产生 一 个 从 R' 到 R" 内 的 线性 
变换 ，R" 与 L(R'，R") 的 同一 化 ， 使 我 们 能 把 f(x) 看 作 L(R! ，R" ) 的 一 员 . 

于 是 ， 如 果 『f 是 (a, 5)CR' 映 人 R" 内 的 可 微 映射 ， 并且 xE (a,，4)， 那么 
f(z) 就 是 把 R' 映 和 人 R" 的 线性 变换 ， 这 线性 变换 适合 


一 和. (10) 


I =0，, (12) 
或 与 之 等 价 的 式 子 
lim jz 十 外 -th oo, (13) 


对 于 n>1 的 情形 ， 现 在 已 经 准备 好 了 - 
9.11 定义 设 E 是 R" 中 的 开 集 , f 把 EE 映 和 信 R" 内 ，xEE， 如 果 存 在 把 
R" 映 入 R” 的 线性 变换 入， 使 得 
im Let) fx) —Ah| -0 4) 
ho0 h 
就 说 f 在 x 处 可 微 ， 并 且 写 成 
fx) = A. (15) 


如 果 f 在 每 个 xEE 可 微 ， 就 说 f 在 下 内 可 微 . 

在 (14) 式 中 ， 当 然 不 用 说 就 知道 hE R"， 如果 1h | 足够 小 ， 因 为 下 是 开 集 ， 
所 以 x 十 hE E， 这 样 ，f(x 十 h) 有 定义 而 ER". 又 因 AEL(R", R"), 而 Ah€ 
R". 于 是 

f(x+h) 一 fCr) 一 Ah ER 


在 (14) 式 的 分 子 上 的 范 数 是 R" 中 的 范 数 。 而 在 分 母 中 的 范 数 是 R" 中 的 
范 数 . 

在 进一步 讨论 之 前 ， 必 须 先 解决 明摆着 的 惟一 性 问题 . 

9.12 定理 设 忆 和 的 意义 如 定义 9.11 的 一 样 ，xE 下 (14) 式 在 4 一 A 时 
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及 4 一 A 时 都 成 立 。 那么 A 二 A. 
证 如 果 B=A, 一 A;。 由 不 等 式 


| Bk |<| f(x+h) — fix) 一 AI 和 | 十 | f(x+h) — fx) — Ahl 
即 知 ， 当 h->0 时 ，| Bh | / | h | 一 0 对 于 固定 的 h 承 0， 则 有 


二 各， 当 上 一 0. (16) 


由 于 B 是 线性 的 ，(16) 式 左 端 与 无关. 
因此 ， 对 每 个 hE€ R"，Bh 一 0。 从 而 B==0 
9.13 评注 
(a) 关 系 (14) 能 被 写成 
f(x+h)— f(x) = F(x)h+r(h) (17) 
的 形式 ， 这 里 余 项 r(h) 适 合 于 


一 一 0. (18) 


像 N 9. 10 那样 ,可 以 把 (17) 式 说 成 是 ， 对 于 固定 的 x 及 小 的 h，(17) 式 的 左 端 近 
似 地 等 于 全 (x)h， 就 是 说 ， 近 似 地 等 于 一 个 线性 变换 作用 于 h 上 的 值 . 

(b) 设 『 及 下 都 像 定义 9. 11 中 的 那样 ,了 在 EE 内 可 微 ， 于 是 对 于 每 个 EE,f 
(zx) 是 个 函数 ， 即 是 把 R" 映 入 R" 内 的 线性 变换 . .但 人 又 是 函数 :了 把 映 入 工 
(R"，R") 内 . 

(c) 看 看 (17) 式 即 知 ， 在 《可 微 的 点 上 ，f 都 连续 . 

(d) 由 (14) 式 及 (17) 式 所 定义 的 导数 ， 常 被 称 为 f 在 x 的 微分 ,或 叫做 了 在 
的 全 和 导数， 以便 与 后 面 将 出 现 的 偏 导数 相 区 别 . 

9.14 例 我 们 已 经 把 R" 映 入 R" 内 的 函数 的 导数 ， 定 义 为 把 R" 映 入 R” 
内 的 线性 变换 ， 那 么 ， 这 样 一 个 线性 变换 的 导数 是 什么 呢 ? 答案 很 简单 

如 果 AEL(R"，R") 并 且 xER"， 那 么 


A'(x) = A. (19) 
注意 ,x 只 在 (19) 的 左 端 出 现 ， 但 不 在 右 端 出 现 . (19) 式 的 两 边 都 是 L(R"，R”) 
的 成 员 。 然而 Ax € R”". 

由 于 A 是 线性 的 ， 所 以 
Al(x+h) 一 Ax = Ah. (20) 

因此 ，(19) 式 的 证 明 是 显然 的 。 于 f(x) 二 Ax 时 ，(14) 式 中 的 分 子 ， 对 每 个 hE 
R" 来 说 都 是 0。 因 之 在 (17) 式 中 

r(h) = 0. 
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现 将 链 导 法 (定理 5.5) 推 广 到 这 里 来 . 
9.15 定理 设 下 是 R" 的 开 集 ,『 把 下 映 入 R" 内 ,『f 在 EE 可 微 ,名 把 
包含 f(E) 的 一 个 开 集 映 入 R* 内 ， 且 多 在 f(x。) 可 微 . 那 么 ， 由 


F(x) = g(f(x)) 
确定 的 ， 把 巨 映 入 R* 内 的 映射 了 在 xo 可 微 ， 并 且 
F(x) = g (f(xo OF (xo). (21) 
(21) 的 右 端 是 两 个 线性 变换 的 积 和 3 9. 6 定义 的 一 样 . 
证 今 吕 = 人 (x,)，A=f(x。)，B 一 g(y。)， 对 于 使 f(xo 十 h) 及 gCy。+k) 有 定 
义 的 所 有 的 h€ R" 和 大 ER"， 规 定 
u(h) = f(xo t+h)— fx) — Ah, 
vk) = gyo +k) — gy) — Bk, 
于 是 
| ai) |=eCh) | kl, vk)|= rk Ik|, (22) 


这 里 ， 当 h->0 时 e(h)->0， 而 当 k->0 时 ，7(k) 一 0 
给 定 h， 令 kk 二 f(xo 十 h) 一 f(xo。)。 那 么 


Ik|=| An 十 xi [STIAN+e | h|, (23) 
且 F(xo +h) — F(x)— BAh= BCyo +k) —g(y) — BAh 
= B(k— Ah) +vk) 
= Bu(h) + vk). 


因此 ， 对 于 hn 和 关 0， 由 (22) 及 (23) 式 可 得 出 


| F(xo 十 如) 一 1I< 1B1ecw 


十 [1 AT +eh) Ik). 


今 h->0， 则 el 一 0. 据 (23)， 又 有 大 0， 因此 yk) 一 0. 随 之 , F(x,)==BA， 


此 即 (21) 式 所 说 的 . 
9.16 偏 导数 ”再 考虑 把 开 集 ECR" 映 入 R" 的 函数 人 设 1e，…，%)} 及 
{mm ，…，un} 分 别 是 R" 及 尺 " 的 标准 基 . 【的 分 重 是 由 


fx) = DBD fu CreE)， (24) 
气 
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确定 的 实 丙 数 /1 ，…，/f。; 〈24) 式 还 可 以 等 价 地 写成 
f(D 一 fox) mu，1 和 ii 入 mm 


对 于 xEE, 1<i<m，1<<j<n， 定 义 


Df) = lim Ls+ 2 — £9, (25) 


这 里 假定 此 极限 存在 ， 把 万 (z) 写 成 六 zl，…，z)， 就 知道 Df, 是 f; 对 于 zi 
的 导数 (其 他 变量 保持 不 变 )， 所 以 ， 经 常用 记号 
af, 


az, (26) 


代替 Df,， 而 D,f, 被 叫做 偏 导数 . 

对 于 单 变量 函数 ， 只 要 求 导 数 存在 的 许多 情况 ， 对 于 多 变量 函数 ， 却 需要 各 
个 偏 导数 连续 ， 或 至 少 要 求 其 有 界 ， 例 如 第 4 章 习 题 ? 中 所 说 的 函数 及 g&， 虽 
然 它们 的 各 个 偏 导数 在 R* 的 每 个 点 上 存在 ， 但 了 及 & 都 不 连续 .对 于 函数 连续 ， 
即使 所 有 偏 导数 都 存在 ， 也 不 能 保证 其 在 定义 9. 11 的 意义 下 可 微 ; 参看 习题 6 
与 14 及 定理 9. 21. 

然而 ， 如 果 已 知 了 在 某 点 x 可 微 ， 那 么 ， 它 的 各 个 偏 导数 必 在 x 处 存在 ， 并 
且 它 们 能 完全 决定 线性 变换 f(x) : 

9.17 定理 设 f 把 开 集 ECR" 映 入 R" 内 ,在 点 xEEE 可 微 .， 那么 ， 偏 导 
数 D,f,(x) 存 在 且 


Yoe = DD (<i. (27) 


这 里 像 9.16 那样 ，{e1，…，e.)，{ 轴 ，…，uw}) 分 别 是 R" 及 R” 的 标 
准 基 . 
证 肉 定 j. 因 上 在 x* 可 微 ， 
fx 十 tei) 一 fCr) 一 人 (xz)Ktei) 十 rCtei)， 
这 里 ， 当 1 一 0 时 ，| r(te,) | /t->0。， 因 为 个 (x) 是 线性 的 ， 所 以 


lim te =f (x)e. (28) 


现在 ， 如 果 像 在 (24) 式 中 那样 把 f 用 它 的 分 量 表示 出 来 ， 那 么 ，(28) 式 变 为 


lim 人 二 一 人 CDw ~ 006 《29) 


0 
Ee 


随 之 ， 当 1 一 0 时 ， 上 面 的 和 式 中 的 每 个 商 有 极限 (看 定理 4.10)， 于 是 每 个 
(D,/,)(z) 存 在 ， 而 由 (29) 即 得 (27)- 
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定理 9. 17 有 一 些 推论 : 
照 $9.9 那样 ， 令 [f(x) ] 是 关于 上 述 标准 基 的 f(x) 的 表现 矩阵 ， 那 么 f(x) 
是 [f(x) ] 的 第 j 个 列 向 量 ， 而 (27) 式 就 说 明 数 (D,f,) (x) 占 有 [f(x)] 的 第 i 行 
第 7/ 列 的 位 置 ， 即 是 
(DPC ~ (DC 
[fF(2)]= 必 号 四 
Dif) x) … (Df) (x) 


如 果 h 二 Zhe, 是 R" 中 的 任何 向 量 ， 那么 ， 由 (27) 式 说 明 
f(xh= bp {TDS DR, ja (30) 


9.18 例 设 7 是 把 开 区 间 (a,， 5b)CR' 映 人 开 集 ECR" 内 的 可 微 映射 ， 换 
句 话说 ，y 是 EE 内 的 可 微 曲线 . 令 f 是 域 E 上 的 实 值 可 微 函 数 ， 于 是 /是 从 EE 
到 R' 内 的 可 微 映射 。 定 义 
gD) = (CO))》 (a<t<h). (31) 
于 是 由 链 导 法 得 到 
&'(0) = 让 (y(DO)7(D (a<t<b). (32) 
因 Y(DEL(R'，R") 而 1(Y(1))EL(R"，R'), 可 见 g(t) 是 由 (32) 确 定 的 R' 上 
的 线性 算 子 ， 这 与 g 把 (a,b) 映 入 R' 的 事实 是 一 致 的 ， 然 而 & (2) 也 能 当 作 一 个 
实数 (这 已 在 $ 9. 10 中 讨论 过 )。 我们 即将 看 到 ， 这 个 实数 能 够 用 了 的 偏 导数 及 7 
的 分 基 的 导数 算出 来 . 
对 于 R" 的 标准 基 {ea ，…，e,} 来 说 ，[Y'(0)] 是 上 X1 和 抵 阵 (“ 列 矩阵 ")， 它 
的 第 i 行 上 是 Y(t)， 其 中 ，…，Y, 是 7 的 分 最 ， 对 于 每 个 xE 已 ，[ 太 (xz)] 是 
1 x 和 矩阵 (“ 行 矩阵 ")， 它 的 第 ; 列 上 是 (D,f)(x)， 因 此 gf (2 是 1X1 矩阵 ， 它 
的 惟一 的 阵 元 是 实数 


gtD) = > DP YD YD. (33) 
各 


这 是 链 导 法 的 常 遇 到 的 一 种 特殊 情形 ， 并 可 按 下 面 的 方式 来 表述 . 
联系 着 每 个 YE 已 有 一 个 向 量 ， 称 为 了 在 x 的 “梯度 "， 它 的 定义 是 


(VN = > CD)Cz)e- (34) 
Ee 


因为 
YD = DriWe, (35) 
各 
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所 以 (33) 式 能 写成 向 量 (V 有 )(Y()) 与 Y (1) 的 标量 积 的 形式 : 
g (0) = (VHD) oy 2). (36) 
固定 一 个 xEE, 令 w€ R" 是 单位 向 量 ( 即 | u | 一 1) 并 且 按照 
7(b =x+wm (一 co < 上 <<co). (37) 
限定 Y， 于 是 对 任何 :都 有 7Y'(1) 二 wu， 因 之 ，(36) 式 说 明 : 
gf (0) = (VI (x) :wu. (38) 
男 一 方面 ,，(37) 式 表示 
gD —g(0) = f(x+ wm) — f(x). 
因此 ， 从 (38) 式 得 到 
lim Lt) — /DY (ND eu (39) 


0 


《39) 中 的 极限 ， 时 常 被 称 为 了 在 点 x 的 ， 沿 着 单位 向 量 u 的 方向 的 方向 导 


数 ， 并 记 作 (D。.f) (x). 


如 果 f 和 x 都 固定 , 但 u 变动 ， 那 么 (39) 式 说 明 ， 当 w 是 (V/)(x) 的 正 数 倍 


时 ，(D.f)(x) 达 到 它 的 最 大 值 . [这 里 (V1) (x) 二 0 的 情况 除外 ]. 


如 果 w= 二 Zue;， 那 么 (39) 式 说 明 ，(D。f)(x) 能 用 f 在 x 的 偏 导数 ， 借 公式 


(DN) x) = DN Cu 
台 


表 出 来 . 
上 面 的 某 些 概念 将 在 下 列 定理 里 起 作用 . 


(40) 


9.19 定理 设 『 把 凸 开 集 ECR" 映 入 R" 内 ,『 在 下 内 可 微 ， 并 有 对 于 每 


个 xEE 使 
lr SM 
都 成 立 的 实数 M， 那 么 ,对 于 一 切 a€EE 及 bEE， 
1 fb 一 fa) I<SMIb—al. 
证 辕 定 了 aEE, bpE 下 ,对 一 切 tER' 定义 
7(D) 一 (1 一 0a 十 弛 ， 
因为 EE 是 凸 集 ， 当 0<t<1 时 YDEE. 令 


g(t) = f(7(2)). 
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于 是 
gD=F70YD 一 人 (7(D)(G 一 0)， 
因而 对 于 一 切 上 E [0，1] 
8 1 入 foO)1 1b-al<M|Ib—al 
据 定理 5. 19. 
| g(1) 一 8(00) I<MIb—al. 

但 g(0)=f(a)，g(1) 二 f(b)， 所 以 定理 获 证 . 

推论 ”如果 再 加 上 条 件 : 对 于 一 切 xEE, f(x) 二 0， 那么 ,了 是 常 值 奖 射 - 

证 只 需 注意 到 定理 中 的 题 设 在 M0 时 成 立 就 行 了 . 

9.20 定义 设 f 是 开 集 ECR" 到 R" 内 的 可 微 映射 如果 了 是 把 E 映 入 
L(R"，R" ) 的 连续 映射 ， 就 说 f 是 在 内 连续 可 微 的 

更 明确 地 说 ， 它 要 求 对 于 每 个 xEE 及 每 个 :0， 存 在 着 80， 使 得 当 yE 已 
及 | x 一 | < 时 ， 

1fCy) 一 fr) <e 

若是 这 样 的 话 ， 我 们 也 说 f 是 “映射 ， 或 说 fE%'(E). 

9.21 定理 设 f 把 开 集 ECR" 映 入 R" 内 . 那么， 当 且 仅 当 了 的 所 有 偏 导 
数 Djf1(1<i<m，1<j<) 在 E 上 都 存在 并 且 连 续 时 ，fE (EE)。 

证 首先 假定 fE%《'(E)， 由 (27) 式 ， 对 于 一 切 i,j 及 一 切 x*EE， 

Df)(x) = (F(x)e0) + u, 
内 之 
Df) — DIN) = {CY(y) 一 人 (zx)]e ) 加 
再 因 |u 1 = 1e1=1， 随 之 有 
| DAD — DID | 过 | I ~ el 
< lry—r(x)l. 


因此 D;f, 连续 . 

关于 北 命 题 ， 只 需 考 虑 m 二 1 的 情况 (为 什么 ?)， 固 定 xE 巨 及 e>0. 因 E 是 
开 集 ， 便 有 开 球 SCE， 其 中 心 在 x 而 半径 为 -由 于 D,f 连续 ， 所 以 能 把 取得 
很 小 ,以致 于 yE S 时 


I DPWD-DPDI<E YESI<i<n. (41) 


设 h=2hjej，| 有 | 二 +r， 又 命 % 二 0， 而 当 1<h<n 时 , 命 吕 = 有 er 十 … 十 hes. 


f(xt+— fr) = DLfrtry) — f(xt v1)]. (42) 


因为 当 1<k<n 时 ，| rw | 二 r, 又 因 S 是 凸 的 ， 所 以 连接 x* 十 w- ,与 x 十 w 的 线 
段位 于 球 内 .因为 二 -1 十 he;， 由 中 值 定理 (5. 10)， 知 道 (42) 式 中 的 第 7 个 被 
加 晤 等 十 

hi (Df x+ wt Ohe), 


这 里 的 6E(0，1). 应 用 (41) 式 ,知道 它 与 (Df)(x) 的 差 小 于 | h | s/n， 再 据 
(42) 式 即 知 对 于 所 有 合 于 | h | <r 的 一 切 h， 有 


[fx+h fn) — DapDND|<ID Ih, le<lhle. 
| 后 


这 就 是 说 ， 三 在 * 处 可 微 , 且 三 (x) 是 一 个 线性 函数 ， 它 对 于 每 个 向 量 
h 二 he 确定 一 个 数 Zi(DiF)(xz)， 矩阵 [ 广 (x)] 由 行 向 量 (D JP)(z)，…，D, 
(x) 组 成 ; 又 因 Df，…，D.f 都 是 已 上 的 连续 函数 ， 那 么 $ 9. 9 的 结束 语 说 明 
JEY (PE). 


凝 缩 原理 


现在 我 们 中 断 了 微分 的 讨论 ， 而 插入 在 任何 完备 度量 空间 都 有 效 的 不 动 点 定 

理 ， 这 个 定理 将 在 反 函 数 定理 的 证 明 中 用 到 . 
9.22 定义 设 X 是 度量 为 4 的 度量 空间 ， 如 果 gp 把 X 映 人 X 内 ， 并 且 存 

在 着 数 c 二 1， 能 够 对 于 一 切 +，yE X， 使 得 
d(g(r) ,p(y)) < od (zr,y), (43) 


那么 ， 就 说 p 是 X 到 X 内 的 一 个 凝 缩 函 数 . 

9.23 定理 如 果 X 是 完备 度 重 空间 ，9 是 X 到 X 内 的 凝 缩 函 数 ， 那 么 ， 
存在 着 惟一 合 于 9(z) 一 工 的 工 EX- 

换 句 话说 ,就 是 p 有 惟一 的 不 动 点 .惟一 性 是 明显 的 ， 因 为 如 果 9(z) 一 工 
并 且 p(y) = 》， 于 是 由 (43) 式 得 知 d(z，y) 和 cd (z，?)， 而 这 只 有 在 
d(r，y) 二 0 时 才能 成 立 . 

9 的 不 动 点 的 存在 性 ， 是 这 个 定理 的 主要 部 分 ， 这 个 证 明 实际 上 提供 了 一 种 
确定 不 动 点 位 置 的 构造 性 的 方法 - 

证 任 取 盖 EX， 而 用 


Zor 一 VCzo) (n=0,1,2,°) (44) 


来 递归 地 定义 { 工 ,). 


200 第 9 章 


选 一 个 合 于 (43) 的 c<<<1， 于 是 当 ">1 时 
dzwiyzr) = d(g(zs) ,G7e1)) < od (r,s Te 1). 
因此 ， 由 归纳 法 得 
dzonz) sced(rym) (n=0,1,2,.°"). (45) 


如 果 mn<m， 那 么 


d(x DD) dr 


Er 
S(t tt dn ,ro) 
< [QoOdn,z))e. 


所 以 (x,) 是 Cauchy 序列 .因为 X 完备 。 所 以 有 某 个 EX 
limz, = 工 . 


因 9 是 X 上 的 凝 缩 函数 ， 所 以 9 在 X 上 连续 (实际 上 还 是 一 致 连续 的 ). 
因此 


7) = limg(z,) = limzm 一 工 
反 函 数 定理 
粗略 地 说 ， 反 函数 定理 说 的 是 ， 一 个 连续 可 微 映 射 f， 在 使 线性 变换 『(x) 可 
逆 的 点 x 的 邻 域内 是 可 逆 的 . 


9.24 定理 设 f 是 把 开 集 EECR" 映 入 R" 内 的 多 "上 映射， 对 某 个 aE 已 ， 
人 (a) 可 类， 且 b=f(a)。 那么 

(a) 在 R" 内 存在 开 集 UU 及 V， 使 得 aEU，bEV，,f 在 U 上 是 1-1 的 , 并 且 f 
(U)=V; 

(b) 著 名 是 了 的 北 ( 由 (a)， 这 个 北 存 在 )， 它 在 V 内 由 

gf(x))=xr (xE€EU), 

确定 ， 那 么 gE'(V)。 

把 方程 ?一 f(x) 写 成 分 量 的 形式 ， 那 么 ， 便 可 以 对 于 这 定理 的 结论 ， 得 到 以 
下 的 解释 : 个 方程 的 方程 组 

y= fz) (<i<n 


如 果 把 x 和 y 限制 在 a 和 的 足够 小 的 邻 域内 ， 就 能 用 >，…，>, 把 1，…， 
六 解 出 来 ; 这 组 解 是 惟一 的 ， 并 且 是 连续 可 微 的 . 
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(a) 命 f(a) 二 A， 并 且 选 一 个 4 使 得 
214-1 =1. (46) 


因为 f 在 a 连续 ， 必 有 以 a 为 中 心 的 开 球 UCE， 使 得 


1fCo7 一 A1< (EU. (47) 
我 们 给 每 个 yE R" 配置 一 个 函数 pg，9 的 定义 是 
px) 一 x 十 AI 一 f(xz)) (x€E). (48) 


注意 ,f(x) 一 yy 当 且 仅 当 x 是 gp 的 不 动 点 . 
因 g (x)==1 一 AT'F(x) 二 A '(A 一 f(x))， 那么 由 (46) 及 (47) 式 得 到 


1g wl < (er. (49) 
因 之 ， 由 定理 9. 19 就 有 
gD 一 p(s) | 世 寺 | 太一 各 | xx EU)， (50) 


因此 ，y 在 U 中 最 多 有 一 个 不 动 点 ;所 以 最 多 有 一 个 xEU， 使 得 f(x) 二 y. 

这 样 ,『f 在 U 中 是 1-1 映射 , 

次 令 V=f(U)， 并 取 mmEV， 于 是 有 某 个 x EU 使 yo 一 f(xoO)， 设 BB 是 以 xo 
为 中 心 的 开 球 ， 其 半径 "二 0 相当 小 ， 以 致 闭 包 完全 含 于 U 内 ， 现 在 要 证 明 ， 
只 要 | ?一 % | <hMr， 就 必定 yYEV， 当 然 这 也 就 证 明了 VV 是 开 集 . 

固定 了 y?，| ?一 % | 一 Mr。 关于 (48) 式 的 p， 有 


| g(x0) —x l=| A Cy—y) 1< A lr = 


如 果 xEB， 那 么 ， 由 (50) 式 ， 
| go) — x |<) px) — glx0) | 十 | p(x) — wo 
< 二 1x 一 s+ 玫 r7 
因此 ，y(xr)E B， 注意， 如 果 EB，x,E€，(50) 就 成 立 . 
于 是 , p 是 B 到 B 内 的 凝 缩 函数 . B 作为 R" 的 闭 子 集 ， 必 是 完备 集 ， 所 以 
定理 9. 23 说 明 p 有 不 动 点 xEB， 对 于 这 个 x 来 说 , f(x) 一 y. 于 是 yEf(B)Cf 
(U)=V. 


这 就 证 明了 定理 中 的 (a). 
(b) 取 yEV，y 十 kEV， 于 是 存在 xEU, x 十 hEU, 使 y=f(x),y 十 二 
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f(x 十 kh). 用 (48) 式 里 的 9， 
p(x+h)— px) =h+A [fx) — fxrt+h)]= h— A'k. 


由 (50) 式 得 | 一 A -| 过 地 141， 因此 ，| A- 站 | > 于 | 天 1， 并且 


lal<21ATH k= | kl. (51) 
由 (46)，(47) 式 及 定理 9.8 知道 人 (x) 有 逆 ， 比 如 说 是 T， 因 为 
g(y+k)—g(y) — Tk =h— Tk 
=— T[f(x + — f(a —fr (nh), 
(51) 式 说 明 


[gy+ti—g wT) NT ,f+ of -fh| 
区 [kl 


当 k->0 时 ，(51) 说 明 h->0.， 上 面 的 不 等 式 的 右 端 也 趋 于 0。 因 之 左 端 也 趋 
于 0， 这 就 证 明了 g(y)=T， 但 是 f(x) =f(g(y)) 的 逆 ， 于 是 


gy = {fg} (yEVW. (52) 


最 后 ， 注 意 是 把 V 映 满 U 的 连续 映射 (因为 g 是 可 微 的 ), 了 是 U 到 L(R") 的 所 
有 可 逆 元 的 集 Q 中 的 连续 映射 .而 由 定理 9.8， 它 的 逆 是 把 Q 映 满 Q 的 连续 映 
射 ， 把 这 些 与 (52) 式 结合 起 来 就 知道 g€ 《'(V). 

定理 证 完 . 

评注 题 设 fE&(E) 的 全 部 力量 ， 只 用 在 上 面 证 明 中 的 最 后 一 段 里 ， 直 到 方 
程 (52) 以 前 的 所 有 其 他 证 明 ， 都 是 由 f(x) 在 xEE 存在 ,人 f(a) 的 可 递 性 ， 及 人 
在 这 一 点 a 的 连续 性 等 导出 的 .关于 这 一 点 ， 请 参看 Amer. Math. Monthly1974 
年 卷 81 第 969~980 页 中 A，Nijenhuis 的 论文 

下 面 是 反 函 数 定理 部 分 (a) 的 直接 推论 . 

9.25 定理 如 果 f 是 开 集 ECR" 到 R" 内 的 “映射 f(x) 在 每 个 xEE 可 
北 ， 那 么 ， 对 于 每 个 开 集 WCE，f(W) 是 R" 的 开 于 集 . 

换 名 话说, 《是 巨 到 R" 内 的 开 映射 

这 定理 中 的 假定 ， 保 证 每 个 点 xE E 有 一 个 邻 域 ,使 f 在 其 中 是 1-1 的 ， 这 
可 说 成 在 EE 中 是 局 部 一 对 一 的 。 但 这 时 并 不 一 定 在 中 是 1-1 的 . 关于 实 
例 ， 看 习题 17. 


隐 范 数 定理 


如 果 /是 平面 上 的 连续 可 微 实 函数 ， 函 数 了 在 点 (2， 忆 满足 f(a，6b) 二 0 且 红 
承 0， 那 么 在 (a，5) 的 菜 个 邻 域内 ,方程 f(z，y) 二 0 能 把 > 用 z 解 出 ， 类 似 地 ， 
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如 果 在 (4a，5)， 3L£#0, 就 能 在 (a, 5) 附近 把 工 解 出 而 用 y 表示 . 为 了 说 明 题 设 


中 弛 过 0 之 必要 ， 可 以 考虑 把 函数 fr， 一 到 十 一 1 作为 一 个 实例 . 

上 面 这 个 极 不 正式 的 陈述 ， 是 所 谓 “ 隐 函数 定理 ”的 最 简单 的 情形 ，( 定 理 
9. 28 的 mn=n=1 的 情形 )， 隐 函数 定理 的 证 明 ， 很 需要 应 用 连续 可 微 函 数 的 局 部 
性 态 与 它们 的 各 导数 非常 相像 这 个 事实 ， 因此， 我 们 首先 证 明定 理 9. 27， 它 是 
定理 9. 28 的 线性 的 说 法 . 

9.26 记号 如 果 x=(z，…，X,)ER" 而 y= 二 (yy，…，ym)€R"， 就 把 点 
(或 向 起 ) 


(ziyozoryioyym) E Rr™. 


记 作 (x，y)， 此 后 ， 在 (x，y) 或 在 类 似 的 记号 中 ， 第 一 个 阵 元 总 是 R" 中 的 向 量 ， 
而 第 二 个 阵 元 总 是 R" 中 的 向 量 . 
每 个 AEL(R""，R") 能 被 分 裂 成 两 个 线性 变换 A, 及 A,， 它 们 分 别 由 


Ah = A(h,0), A,k 一 AGO,k) (53) 
来 确定 ，hE€ R",，kE R". 于 是 A,EL(R")，A,EL(R”"，R"), 而 
A(h,k) = Ash + A,k. (54) 


隐 函 数 定理 的 线性 说 法 现在 差不多 就 是 显然 的 了 

9.27 定理 如 果 AEL(R"*"，R") 而 A, 可 北 ， 那 么 ， 对 应 于 每 个 KE R"， 
有 惟一 的 hnER" 使 A(i，K) 一 0. 

这 个 有 请 能 够 从 大 利用 公式 


h =— (A,) Ak. (55) 
计算 出 来. 
证 由 (54) 式 ，ACh, k)=0 当 且 仅 当 
Ash+Ak=0, 


当 A, 可 逆 时 ， 它 与 (55) 式 是 一 样 的 . 

换 句 话说 ,定理 9. 27 的 结论 是 ， 如 果 上 已 经 给 定 ， 从 方程 A(h， Kk) 二 0 能 够 
(惟一 地 ) 解 出 hh 来， 并 且 h 是 的 线性 函数 ， 对 于 线性 代数 稍为 熟悉 的 读者 ， 将 
发 觉 这 是 线性 方程 组 的 一 个 极为 熟悉 的 命题 

9.28 定理 设 f 是 开 集 ECR"" 到 R" 内 的 "映射 ， 且 在 业 点 (a, bb)E 
E 使 f(a, b)=0 

令 A= 人 (a，b)， 并 假定 A, 可 逆 . 
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那么 ， 存 在 着 开 集 UCR"" 及 WCR"，(a,b)EU 而 bEW， 它 们 有 以 下 的 
性 质 : 
对 应 于 每 个 了?E 色 ， 有 惟一 的 x， 它 合 于 


(Cry)EU 且 fGxr,) 一 0. (56) 
如 果 把 这 工 定义 成 8(y)， 那 么 g 是 WW 到 R" 内 的 处" 映射 ，g(b) 二 a， 
fg, =0 (y EW), (57) 


并 且 
g'(b) =— (A.) Ah,. (58) 


这 个 函数 g 是 由 (57) 式 “不 明显 地 ”确定 的 ， 因 此 ， 给 定理 起 了 这 个 名 字 . 
方程 fx，y) 一 0 可 以 写成 含有 "十 m 个 变量 的 个 方程 的 方程 组 : 


(zy 一 0 


fz, (59) 


A, 可 递 的 假定 意味 着 n Xn 矩阵 


网 了 “| 
Dj 
在 (a,， 4b) 的 值 ,确定 R" 内 的 一 个 可 逆 线 性 算 子 ， 换 句 话说 ， 它 的 列 向 量 应 是 无 
关 的 ， 或 用 等 价 的 说 法 就 是 ， 它 的 行列 式 关 0( 参 看 定理 9. 36) 如 果 再 假定 当 x 一 a 
及 y=b 时 (59) 成 立 ， 那么， 定理 的 结论 就 是 ， 对 于 b 附近 的 每 个 y， 可 以 从 (59) 
用 y%，…，ym 把 zi，…，z 解 出 ， 并 且 这 些 解 是 y 的 连续 可 微 函 数 . 
证 定义 下 为 
Fr,y) = (fx,y),7)，((xy) € E). (60) 
于 是 下 是 把 映 到 R"… 内 的 %' 映 射 .我 们 断定 F(a,，5) 是 L(R"") 的 可 北 元 . 
因为 f(a,b) 二 0， 所 以 
fa 十 和 十 下) = ACh,k) + rCh,k), 
其 中 r 是 f'(a, 5b) 的 定义 中 所 出 现 的 余 项 。 因 为 


F(a+h,bt+k)— F(a,b)= (f(at+h,bt+k),k) 
= (A(h,k) ,Kk) + (rCh,k) ,0) 
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所 以 F(a,，b) 是 R “上 的 线性 算 子 ， 它 把 (ia， 如 映射 成 (A(h，k) ，K)。， 如 果 这 
个 象 向 量 是 0， 那么 A(h,，k) 二 0 且 大 =0， 因 之 A(h，0) 二 0， 而 定理 9. 27 说 明 
jh 一 0， 因 此，F"(a，2) 是 1-1 的 ， 因 而 也 是 可 逆 的 (定理 9. 5). 

因此 ， 反 函数 定理 能 够 应 用 于 F、 这 就 证 明了 在 R"" 中 存在 着 开 集 U 和 V， 
la， b)EU，(0, b)EV， 而 F 是 把 U 映 满 V 的 1-1 映射 . 

令 W 是 适合 (0，y)EV 的 一 切 yE R" 组 成 的 集 ， 注意，bEW. 

因 V 是 开 集 ， 显 然 W 也 是 开 集 . 

如 果 yEW， 那 么 必 有 菜 个 (x，y) EU 使 (0，y) 一 F(x，y)， 由 (60) 式 ， 这 
个 x+ 必 合 于 f(x, y)=0. 

假如 对 于 这 同一 个 y 来 说 ， 又 有 个 (x ，y) EU 合 于 fx，y) 二 0. 那么 

F(x’,y) = (f(x ,7) ,7) = (fx),y) = Fx,y). 

因为 F 在 U 中 是 1-1 的 ， 所 以 x =x. 

这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 . 

现 证 第 二 部 分 ， 对 于 yEW 定义 g(y)， 使 得 (gC(y)，y) EU 并 且 (57) 式 成 立 . 
于 是 


Flg(y),y) = (0,y) (y € W). (61) 


如 果 G 是 把 V 映 满 U 的 映射 ， 而 且 是 了 的 着 那么 ， 由 反 函 数 定理 GE%'， 而 
(61) 式 就 给 出 


(g(y)，y) = G00) (y € W). (62) 
因为 GE%'，(62) 式 说 明 gE% 
最 后 ， 为 求 g(b) 而 令 (g(y)，y) 二 (y)， 于 是 
DR= (gWKK) (yEW,kER"). (63) 
据 (57) 式 , 在 W 中 fl@(y))=0， 所 以 由 链 导 法 得 到 
f(B(y)) Gy) 一 0. 
当 y=b 时 ， $(y) 二 (4a, 缚 而 人 (BC(y)) 二 A， 所 以 
A@'(b) = 0. (64) 
从 (64)，(63) 及 (54)， 诸 式 知道 对 于 每 个 kE R" 有 
Ag (Dk+Ak 一 4A(g CDKk) 一 49 (0 天 一 人 
于 是 
4.g'(b) 十 A, 一 0. (65) 


这 与 (58) 式 等 价 ， 而 证 明 完毕 . 
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注 把 (65) 式 写成 f 及 8g 的 分 量 的 形式 ,就 成 为 


BD Df a DDig)b) =— (Df ) a,b) 


习 ( 益 )( 强 六 ( 却 ) 
其 中 1<i<n,1<hk<m. 
对 于 每 个 4 来 说 ， 这 是 以 ( 偏 ) 导 数 


程 的 方程 组 . 
9.29 例 取 m 一 2，m 一 3， 考虑 及 到 R? 内 的 , 由 


强 (1<j<) 为 未 知 量 的 ， 及 个 线性 方 


fi(riyriry yy) = 2 IY — 4y+3 
filxriyzi ry yy) 一 Tcoszi 一 6zi 十 2y — ys. 


给 出 的 映射 (一 (万 ， 户 )， 如 果 ae 一 (0，1)，b 一 (3，2，7)， 那 么 ，Ka， 电 一 0. 
关于 标准 基 来 说 ， 变 换 A=f (ae， 刀 的 矩阵 是 


[=[ .1 4 | 


12 0 -1J 
因此 ， 
wa [Hob 


[A,] 的 列 向 量 是 无 关 的 ， 所 以 A, 是 可 道 的 ， 而 隐 函 数 定理 断定 ， 在 (3，2，7) 
的 某 个 邻 域内 存在 一 个 "映射 8， 使 得 g(3,，2, 7) 二 (0,，D 且 f(g(y), y=0. 
现在 用 (58) 式 来 计算 g(3，2，7): 因为 


[427] = [4 = 直 [。 司 


6 2 
从 (58) 式 得 到 
1 Wie 
; 101 2] 一 4 | 0 
,2,7)] = 一 由 = 
[g342,79] -上 zz 0 = |_1 ch, 
2 和 10 


写成 偏 导 数 ， 结 果 就 是 在 点 (3，2，7) 上 


秩 定理 


虽然 这 个 定理 不 如 反 函数 定理 和 隐身 数 定理 重要 ， 我 们 也 把 它 算 作 是 “连续 
可 微 映射 在 一 点 x 的 局 部 性 质 ， 与 线性 变换 F(x) 在 x 点 附近 的 局 部 性 质 相似 ” 
这 个 一 般 原 理 的 另 一 个 有 趣 的 实例 . 

在 讲 它 以 前 ， 还 需要 再 说 一 点 关于 线性 变换 的 事实 . 

9.30 定义 设 X 和 Y 是 向 量 空 间 ， 而 AEL(X,，Y) 如 定义 9. 6 中 所 说 的 . 
A 的 零 空 间 MA) 是 由 全 于 Ax=0 的 所 有 xEX 组 成 的 集 ， 显 然 WA) 是 X 中 的 
向 量 空间 . 

同样 ，A 的 值 域 久 A) 是 Y 中 的 向 量 空间 . 

A 的 秩 定义 作 久 (A) 的 维 数 . 

例如 ，L(R") 的 可 逆 元 ， 恰 好 是 那些 秩 为 n 的 元 ,这 由 定理 9.5 就 可 知道 . 

如 果 AELCX，Y) 而 A 的 秩 是 0， 那么 ,对 于 一 切 xE X，Ax 二 0， 因 此 
CA) 一 X, 关 于 这 一 点 ， 看 习题 25. 

9.31 射影 设 X 是 向 量 空间 ， 如 果 算 子 PEL(X)， 合 于 已 一 P， 就 说 己 
是 义 里 的 射影 . 

更 明确 点 说 ， 就 是 要 求 对 于 每 个 xEX，P( Px ) 二 Pr， 换 句 话说 ， 忆 把 每 个 
向 最 固定 在 它 的 值 域 R(P) 中 . 

现在 讲 射影 的 初等 性 质 : 

(a) 若 己 是 X 中 的 射 彩 ， 那 么 每 个 YEX 能 惟一 地 表示 成 

X= 十 xz 
的 形式 ,其 中 x ER(P),，x; EMP). 

为 得 到 这 种 表示 ， 令 避 二 Pr，xs, 二 x 一 于 是 Pxs 二 Px 一 Px 一 Px 一 Px 一 0. 
关于 惟一 性 ， 把 已 作用 于 方程 x 一 司 十 如 上 ， 因 为 ER(P)，Pxi 一 记 ， 因 为 
Px, 二 0， 所 以 x 二 Px. 

(b) 如 果 X 是 有 限 维 的 向 量 空间 ，X; 是 六 内 的 一 个 向 量 空间 ， 那 么 ， 在 X 
中 存在 着 射影 P，R(P) 二 Xi. 

如 果 X, 只 包含 0， 这 就 是 显然 的 : 对 一 切 x*EX 令 Px 一 0 好 了 . 

假定 dimX, = 二 0， 据 定理 9.3，X 就 有 这 样 一 个 基 (ww,，…，w。}， 使 
{tu ，…，t) 是 XX 的 基 ， 对 于 任意 的 标量 c ，…，c*， 定 义 


Pei 十 … 十 cs) = cm + 二 caus 
于 是 ， 对 于 每 个 xEX,，Px 二 x， 并 且 X, 一 9CP). 
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注意 {ur1，…，w) 是 MP) 的 基 ， 还 应 注意 ， 如 果 0 二 dimX, 二 dimX， 在 
中 存在 着 无 穷 多 个 值 域 是 的 射影 . 

9.32 定理 设 m, n, rr 是非 负 整 数 ,m 宇 r，n 汪 r. 是 把 开 集 ECR" 映 入 
R" 内 的 "映射 ， 对 于 每 个 XEE，F (Xx) 的 秩 是 7. 

固定 a€EE, 邻 A==F'(a), 设 入 的 值 域 是 YP 是 Rm 中 的 射影 其 值 域 也 
是 Yi Ys 是 了 的 零 空间 . 

那么 ,在 R" 中 存在 着 开 集 U 及 V，aEU，UCE， 并 且 存 在 着 把 V 映 满 U 
的 1-1%6 映射 HH( 它 的 北 也 属于 ' 类 ) 合 寺 

F(H(x)) 一 Ar 十 p(Ax) CrEV) (66) 


这 里 9p 是 把 开 集 A(V)CY' 映 入 Ys 内 的 多 "映射 . 

证 完 以 后 再 把 (66) 式 的 含义 给 予 更 几何 的 解 示 . 

证 如 果 r 一 0， 定 理 9. 19 说 明 ， 在 a 的 某 邻 域 U 内 ，F(x) 是 常量 ， 这 时 让 
V=U，H(r)=x，y(0)=F(o)，(66) 式 显然 成 立 . 


以 下 假定 "~>0. 因 dimY 二 r,， Yi 必 有 基 { 六 ，…，J} 选 5xER" 使 合 于 
Az, 二 y,(1<i<r)， 并 定义 Y) 到 R" 的 线性 映射 S， 对 一 切 标 量 c ，…，c…， 令 
SGami 十 … 十 cy) 一 cz 十 … 十 czv (67) 
于 是 ASy,=Az,=y，(1<i<r). 所 以 
ASy = (y€Y). (68) 


定义 碧 到 R" 内 的 映射 G: 
G(x) = xx 十 SP[F(x) 一 Ar] (x€E). (69) 


因 F(a) 一 A， 把 (69) 微 分 ， 得 到 R" 上 的 恒 等 算 子 : Ga) 一 [， 据 反 函 数 定理 ， 
在 R" 中 有 开 集 U 及 V，aEU， 使 得 G 是 把 U 映 满 V 的 1-1 映射 ，G 的 逆 瑟 也 
属于 %%' 类 .此 外 ， 如 果 需 要 的 话 ， 可 以 把 U 和 V 收缩 一 下 ， 使 Y 成 为 凸 集 ， 而 
H'(x) 对 于 每 个 xEV 可 道 . 

注意 ASPA=A， 这 因为 PA 二 A， 并 且 (68) 成 立 ， 所 以 由 (69) 就 得 


AG(x) = PF(x) (x € E). (70) 
特别 当 xEU 时 ，(70) 成 立 。 如 果 我 们 把 x* 换 成 H(x)， 就 得 到 
PF(H(x)) =Axr (CEV). (71) 
定义 
W(x) = F(H())—Ar (CreEV). (72) 


因为 PA 二 A，(71) 式 说 明 P(x) 二 0 对 一 切 xEV 成 立 ， 于 是 于 是 V 到 YY 
内 的 《 "映射. 
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因 V 是 开 集 ， 显然 A(V) 是 它 的 值 域 8(A) 一 Y, 的 开 子 集 . 
为 了 完成 定理 的 证 明 ， 即 是 从 (72) 式 出 发 得 (66) 式 ,必须 证 明 存在 着 A(V) 
到 Y: 的 《' 映 射 p 它 满足 


9(Ar) 一 更 (xz CrEYV). (73) 
作为 走向 (73) 的 第 一 步 ， 先 证 : 如 果 x EV，x: EV，Ax' 一 Ax:， 那 么 
Wx) = V(x) (74) 


令 B(x) 二 F(H(x))，(xEV)， 因 为 对 于 每 个 xEV，H'(x) 的 秩 是 n， 而 对 
每 个 xEU，F'(x) 的 秩 是 r， 必 然 


g(x) 的 秩 二 FC(H(x))H (x) 的 秩 一 rzEV). (75) 
固定 xEV. 令 M 是 B(x) 的 值 域 .那么 MCR"，dimM=r， 据 (71)， 
P®'(x) = A. (76) 


因此 ， 已 把 M 映 满 WA) 二 Y,， 因 M 与 Y, 的 维 数 相同 ， 所 以 P( 限 制 在 M 上 时 ) 
是 1-1 的. 

今 设 Ah 一 0， 于 是 由 (76)，Pq'(x)i 一 0. 但 gf (xz)hEM, 且 忆 在 M 上 是 
1-1 的 . 因此 ，$'(x)jn=0， 看 一 看 (72) 式 ， 就 知道 我 们 已 经 证 明了 : 

如 果 xEV， 且 Ah 二 0， 那 么 W(x)h 二 0 

现在 能 证 (74) 式 了 . 设 EV，xz EV，Axi 二 Axs. 令 h= 吉 一 而 并 且 定义 


g(t) = Yn+th) (0<t<L). (77) 
V 的 凸 性 说 明 ， 对 于 这 些 :来 说 ，z 十 大 EV， 因 此 ， 
gt 一 于 (十 雪 )j 一 0 (0 入 上 过 1)， (78) 


因此 g(1) = 二 g(0)， 但 8g(1) 二 W(x2)，g(0) 一 (x). (74) 式 获 证 . 
据 (74) 式 ， 对 于 zxEV 来 说 ， 殉 (z) 只 依赖 于 Ax， 因 此 ，(73) 式 确实 在 A 
(V) 中 确定 了 9， 剩 下 的 只 是 要 证 明 pE%' 了 . 
固定 yyE A(V) ， 再 固定 mmEV 使 Ar 一 m。 因为 V 是 开 集 ，m 必 在 YY 中 
有 邻 域 W， 凡 是 当 yEW 时 ， 向 量 
YX 一 zo 十 SC 一 了 0 (79) 
必 在 V 内 .由 (68) 式 . 
Ar = Axot+y— y= y. 
于 是 由 (73) 及 (79) 式 得 到 
gy) = Wlxo — Syo + Sy) (y € W). (80) 
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这 公式 说 明 ,在 W 中 gE'， 由 于 yo 是 在 ACV) 中 任意 取 的 ， 所 以 在 A(V) 中 也 
是 gE 
定理 证 完 . 
现在 说 一 说 关于 映射 的 几何 ， 这 个 定理 告诉 我 们 一 些 什么 . 
如 果 yEF(U)， 那 么 有 某 个 xEV， 使 y 一 F(H(x))， 而 (66) 式 说 明 Py 二 Ax. 
所 以 
y= Py+oy(Py) (y € F(U)). (81) 


这 就 说 明 y 被 它 的 射影 Py 所 确定 ， 而 如 果 把 P 限制 在 F(U) 内 ， 己 就 是 把 了 
(U) 映 满 A(V) 的 1-1 映射 。 因此 F(U) 是 “~ 维 曲面 "、 在 A(V) 的 每 个 点 的 “上 
面 "， 人 恰好 有 F(U) 的 一 个 点 .也 可 以 把 F(U) 当 成 y 的 图 像 . 

如 果 像 在 证 明 中 那样 ，@(x) 一 F(H(x))， 那 么 (66) 说 明 多 的 水 平 集 (在 这 个 
集 t， 的 值 是 一 个 给 定 的 值 ) 恰 好 是 A 在 V 中 的 水 平 集 这 些 集 
(A 的 水 平 集 ) 都 是 平坦 的 ， 因 为 它们 都 是 向 量 空间 .MA) 的 平移 与 V 的 交 . 

注意 dim.MA)=z 一 (习题 25). 

F 在 U 中 的 水 平 集 ， 是 外 在 V 中 的 平坦 水 平 集 在 HH 之 下 的 像 。 于 是 它们 是 
UU 中 的 “n 一 r 维 曲面 ”. 
行列 式 

行列 式 是 与 方 阵 有 关 的 数 ， 因 此 ， 与 方 阵 所 表示 的 算 子 有 关 . 行列 式 是 0 的 
充 要 条 件 是 相应 的 算 子 不 可 逆 。 所 以 可 用 它们 来 断定 前 面 几 个 定理 中 的 某 些 假定 
是 否 满足 ， 在 第 10 章 中 ， 它 们 甚至 要 起 更 重要 的 作用 . 

9.33 ”定义 ”如 果 (j，，…，j,) 是 正 整数 的 有 序 "元 组 (有 序 的 个 正 整 数 )， 

sj js) = [Tsgndi, —j,), (82) 
这 里 ， 当 7z>0 时 ，sgnr 二 1， 当 zx<0 时 ，sgnr 三 一 1， 当 z=0 时 ，sgnz 二 0, 
于 是 ，s( 放 ，…，j,) 二 ]， 一 1 或 0， 如 果 任意 两 个 j 交换 ， 它 就 变 号 . 

设 [A] 是 R' 上 线性 算 子 A 关于 标准 基 {e:，…，e,} 的 矩阵 ， 它 在 第 i 行 第 j 

列 的 阵 元 是 a(i， 让 [Aj] 的 行列 式 定义 为 数 


det[A] = Ds yj)all sj ) a 2) manj,). (83) 


(83) 中 的 和 遍及 整数 (ji，…，j,) 的 一 切 有 序 nn 元 组 (一 切 排列 法 )， 其 
中 1&j,n. 
[A] 的 列 向 量 x 是 


t= Dalipe (0 入 7 入 由. (84) 
名 
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把 det[LA] 考 虚 成 是 [A] 的 列 向 量 的 蚂 数 ， 将 是 方便 的 。 如 果 这 样 写 : 
det(x1,°"* ,x,) 一 det[A], 


det 就 是 一 个 实 函数 ， 它 的 定义 域 是 R" 中 向 量 的 一 切 有 序 元 组 所 组 成 的 集 . 
9.34 定理 
(a) 如 果 1 是 R" 上 的 恒 等 算 子 ， 那 么 


det[1] = det(e1 ye) = 1. 


(b) 如 果 除 外， 其 他 列 向 量 都 保持 不 变 ，det 便 是 (每 个 ) 向 量 苇 的 线性 
函数 
(@) 如 果 [A] 是 把 [A] 的 某 两 列 交换 而 得 到 的 ， 那 么 ，det[ Aj, 二 一 det[Al 
(d) 如 果 [A] 有 两 列 相 等 ， 那 么 ，det[A]=0. 
证 如 果 A=1， 那么 a(i, 让 =1, 而 i 关 j 时 a(i, 力 =0. 因此 ， 
det[1] = s(1,2,%,n) = 1, 


(a) 获 证 ， 如 果 有 两 个 7 相等， 根据 (82) 式 ，s(j1，…，j,) 二 0. 
(83) 中 余下 的 n! 个 乘积 中 ， 每 个 乘积 刚好 包含 每 一 列 的 一 个 数 作 因 子 ， 这 就 证 
明了 (b). 任意 两 个 j 互相 交换 时 s(j;，…，j,) 就 变 号 这 个 事实 的 直接 结果 就 是 
(c)，(d) 是 (c) 的 推论 . 
9.35 定理 如 果 [A] 及 [B] 都 是 nXn 方 际 ， 那 么 
det([B][A]) = det[ BJdet[A]. 


证 设 x，…，x, 是 [A] 的 各 列 ， 定 义 


AsCr yi) = As[A] = det(LB]LA]). (85) 
[B][A] 的 各 列 是 向 量 Br ，…，Bx。 因此 
AsaGt yn) = det(Bx，…yBxo). (86) 


据 (86) 式 及 定理 9. 34，As 具有 性 质 (b) 一 (d)， 由 (b) 及 (84) 式 
An[A] = Aa( DaCis De res) = DalisDAales ao) 
对 于 x:，…，x, 重复 这 种 手续 ， 就 得 到 
As[A] = aa(ihy1l)a(z,2)…a(iya)AsCen ye )， (87) 


求 和 时 遍及 一 切 有 序 元 组 局 ，…，i)，1<i,n。 由 (c) 及 (d)， 
As(e es) — the i) Aalers en)， (88) 
这 里 的 :=1, 0 或 一 1; 因 [BJ[ 站 ==[B]，(85) 式 说 明 
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Aa(e ev) = det[B]. (89) 
将 (88)，(89) 式 代入 (87) 式 ， 就 得 到 
det([B][4]) = { Dalii ,Dealis mei ,esi,) }det[B], 


这 对 一 切 nXn 方 阵 [A],，[B] 都 成 立 。 取 B 二 I， 就 看 到 上 面 花 括 号 内 的 和 是 det 
[4]. 

证 毕 . 

9.36 定理 R" 上 的 线性 算 子 和 A 可 递 的 充分 且 必 要 条 件 是 detLA] 天 0. 

证 如 果 人 可逆， 定理 9.35 说 明 

det[AJdet[A-'] = det[AA-!] = det[ 刀 = 1， 

所 以 det[A] 去 0. 

如 果 A 不 可 递 ，[Aj] 的 列 x ，…，xx, 是 相关 的 (定理 9.5); 因此 有 一 列 ， 比 
如 是 x,， 使 得 : 


十 Desxj =0 (90) 


zt 


< 是 某 些 标量 ， 由 9. 34(b) 及 (d)， 如 果 j 隆 k， 行列 式 中 的 x 可 以 用 x 十 cx; 代 
换 而 使 行列 式 (的 值 ) 不 变 ， 重 复 这 样 做 下 去 ， 就 看 到 x 可 以 代 以 (90) 式 的 左 端 ， 
即 代 以 0 而 不 改变 行列 式 . 但 当 行 列 式 有 一 列 是 0 时 ， 行 列 式 就 是 0， 因 此 det 
[A]=0. 

9.37 评注 设 (@，…，e,) 及 (ww,，…，u,) 都 是 R" 的 基 ，R" 上 的 每 个 线 
性 算 子 A， 能 确定 两 个 方 阵 [A] 及 [AJu， 它 们 的 阵 元 wy 及 mv 由 


Ae; = Dave, ha 一 ee 


计算 . 如果 wu 二 Be, 一 2bye;， 那 么 Au; 等 于 
DovBe = De Db = (P60r )e., 
又 等 于 
ABe, = A Dbve: = 2 (Peabs )e:. 
于 是 baas 一 aabs 或 
[BJLAJv = [AJLB]. (91) 


因 B 可 逆 ，det[B] 关 0， 因此，(91) 式 结合 定理 9. 35 说 明 : 
detL[A] = det[A]. (92) 
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所 以 线性 算 子 的 矩阵 的 行列 式 ， 与 用 以 构成 矩阵 的 基 无 关于 是 不 管 基 而 只 
谈 线 性 算 子 的 行列 式 ， 是 有 意义 的 - 

9.38 函数 行列 式 如果 上 把 开 信 天 C 尽 " 映 入 尺 " 内 ， 并 且 f 在 点 xEE 可 
微 , 线 性 算 子 人 (x) 的 行列 式 就 叫做 了 在 x 的 各 数 行列 式 ， 记 成 : 


Ji(x) = detf (x). (93) 
如 果 (y4，…，y,) 二 了 (xi ，…，z)， 我 们 又 用 记号 
A ed (94) 
EE 


来 记 J (x). 

在 反 函 数 定理 中 ， 有 决定 意义 的 题 设 ， 用 函数 行列 式 表示 就 是 Jr(a) 天 0. 
(比较 定理 9. 36)， 如 果 隐 函数 定理 是 用 诸 函 数 (59) 来 叙述 的 ， 那么 ， 那 里 对 A 
的 假定 就 是 

9(fi fo) £0. 


9(z1,"" Is) 


高 阶 导数 


9.39 定义 设 /是 定义 在 开 集 ECR" 内 的 实 函 数 ， 其 偏 导数 是 DP 7，…， 
D,/， 如 果 诸 函数 D;f 本 身 也 可 微 ， 那 么 三 的 二 阶 偏 导 数 定义 为 


Dsf = DD,f (i = 1 ,nm). 


如 果 所 有 这 些 函数 Di 都 在 E 内 连续 ， 就 说 了 在 下 内 属于 《" 类 ,或 /€ "(EE). 

如 果 正 到 R" 内 的 映射 的 每 个 分 量 都 是 属于 《类 的 ， 就 说 f 是 属于 6” 
类 的 . 

即使 两 个 导数 Df 和 Df 都 存在 ， 也 能 够 在 某 个 点 上 出 现 Dsf 隆 Dnf (见习 
题 27)、 但 是 ， 下 面 就 要 看 到 ， 当 这 些 导数 都 连续 时 ，Dsf 三 D;f. 

为 简单 起 见 (但 不 失掉 普遍 性 )， 我 们 对 二 元 实 函 数 来 叙述 下 面 两 条 定理 。 第 
一 条 是 中 值 定理 . 

9.40 定理 设 三 定义 在 开 信 EC 尼 中 ,， 并且 Di 了 及 Do 了 在 巨 的 每 个 点 处 
存在 ， 设 QCE 是 闭 乱 形 ， 它 的 边 与 坐标 轴 平 行 ， 并且 (a， 旨 及 (a 十 h，6 十 ) 是 它 
的 对 顶 (h 关 0，A 天 0). 令 

A(f, Q)=/f(ath, b+k)—f(ath, b)—f(a, b+k) 十 f(a, 5b) 那 么 ， 在 
QQ 内 存在 一 点 (T，y)， 使 


A(f.Q) 一 从 CD: (zx,y). (95) 


注意 (95) 与 定理 5. 10 间 的 类 似 ; Q 的 面积 是 h 姑 . 
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证 命 u(1)=/(1,， 6 二 和) 一 f(t，5)， 应 用 定理 5.10 两 次 ， 就 表明 了 在 a 与 
4 十 之 间 存在 着 一 个 z， 并 且 4 与 4 二 之 间 存在 着 一 个 >， 使 得 


A(f,Q)= ulat+h) — ula) 
= hu’(r) 
=h[(D (z+k) — (Df) zr,6)] 
一 及 (Do (zx,y). 
9.41 定理 设 三 定义 在 开业 下 CR: 上 ,又 设 Dif， Daf 及 D:/ 在 E 的 每 


个 点 上 存在 ， 并且 Duy 在 某 点 (a，b)EE 上 连续 . 
那么 Disf 在 (a,， 6b) 上 存在 ,并且 


(Disf) (a,b) = (Da f) (a,b). (96) 


推论 如 果 /E《"(E)， 那么 Da f=Dif. 
证 设 A-(Da (a, 5)， 任 意 选 定 e>0。 如 果 Q 是 像 在 定理 9. 40 中 那样 
的 矩形 ， 而 hh 及 充分 小 ， 那 么 对 于 一 切 (z，?)EQ， 就 有 


1A— (Daf)(r,y) |<e 
于 是 ， 由 (95) 式 有 
| 生 QA|<e 


周 定 外 而 令 k 一 0， 因 为 Df 在 E 中 存在 ， 由 上 面 这 个 不 等 式 就 推出 


(Di (athb)— (Dab)_ A 
h 


因为 e 是 任意 的 ， 并 且 (97) 式 对 于 一 切 足够 小 的 A 天 0 都 成 立 ， 所 以 
(Dis P(a， 妃 一 A. 这 就 是 (96) 式 ， 


积分 的 微分 法 


设 9 是 二 元 函数 ， 它 对 其 中 一 变 元 可 积 ， 而 对 另 一 变 元 可 微 ， 如 果 把 这 两 种 
极限 过 程 交换 次 序 ， 在 什么 条 件 下 ， 将 会 得 到 同样 的 结果 呢 ? 更 确切 地 说 ， 就 
是 : 在 9 满足 什么 条 件 的 时 候 ， 能 证 明 等 式 


<e. (97) 


了 ae 
虽 codz 一 『 at TD dz (98) 


成 立 ? (习题 28 提供 一 个 反例 ) 
用 下 边 这 种 记号 将 很 方便 : 
Plz) 一 PCD. (99) 
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于 是 对 于 每 个 上 来 说 ，% (Cz) 是 一 元 函数 . 

9.42 定理 设 

(a) 对 于 a<r<p，c<rsd，p(z，0 有 定义 ; 

(b)a 是 [a,b] 上 的 递增 了 画 数 ; 

(c) 对 于 每 个 :1€Lc, d], yg €R(a); 

(d)c<s<d， 并 且 对 于 每 个 e>0 有 56>0， 使 得 对 于 一 切 TE[a， 6 及 一 切 t 
EGG 一 5，s 十 0) 


| (Dip) (x1) 一 (D:p)(z,s) |<e 


， 
Jo = g(rDdalz) (ct. (100) 

那么 ，(Dp)E Ma)，/(s) 存 在 ， 并且 
7 = Dp rd det). (101) 


注意 (c) 只 是 断言 积分 (100) 对 一 切 KE [c，d] 都 存在 ， 再 注意 ， 只 要 D9 在 
定义 9 的 那个 矩形 上 连续 ，(d) 就 一 定 成 立 . 
证 考虑 差 商 


Wz) = 2Czyt) — px,s) 
kh—§ 


其 中 0 二 14 一 | 二 8， 据 定理 5.10， 对 应 于 每 个 (xz，4)， 在 ;与 + 之 间 有 数 4， 
使 得 
rd) = (Dig) (zs). 
因此 ，(d) 说 明 
| Wr) 一 (Dip)(z,p Ze (和 xz 和 0 0<Ilt-sl<). (102) 
注意 
a ep A 2 = werddacz). (103) 


t—s 
由 (102) 式 ， 当 ts 时 ,在 [a， 6 幻 上 一 致 地 有 于 一 (D:9g)"， 因 为 每 个 到 及 
(a)， 从 (103) 式 及 定理 7. 16 即 得 到 所 需要 的 结论 . 
9.43 例 当然 也 能 证 明 把 定理 9. 42 中 的 [a， 扫 换 成 (一 c"，c) 时 所 得 的 
类 似 的 定理 ， 我 们 不 来 证 明 这 事 ， 只 来 看 个 例子 . 
定义 
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7D = er cos(m)dz (04) 


gC) = 一 | ze sinC)dz, (105) 


其 中 一 c"<t<<co， 两 个 积分 都 存在 (绝对 收敛)， 因 为 被 积 函数 的 绝对 值 分 别 最 
多 是 exp( 一 妇 ) 及 | 工 | exp( 一 z). 
注意 . 5 是 从 7 把 被 积 式 对 :上 微分 得 来 的 ， 我 们 断定 f 可 微 ， 且 


JoD = g(D (wo<i<w). (106) 
为 了 证 明 这 件 事 ， 首 先 检查 余弦 的 差 商 : 如 果 B>0， 那 么 
Se 十 全 一 co + sina = 二 snod (107) 


因为 | sina 一 sint | < | 1 一 a | ，(107) 式 右 端的 绝对 值 最 大 是 8/2; B<0 时 ， 可 
类 似 地 处 理 。 于 是 对 于 所 有 B， 
tp = + sine|<| pl (108) 
(如 果 当 p=0 时 把 左 端 解释 成 0). 

现在 固定 : 且 固 定 h 关 0 以 a 二 zt，B 王 zh， 应 用 (108) 式 ; 随 之 从 (104) 及 
(105) 式 得 到 


| 人 = -eH|<in lf zea 


于 是 当 h->0 时 ， 就 得 到 (106) 式 . 
让 我 们 再 前 进一步 : 把 (104) 分 部 积分 ， 就 表明 


f(D = 牙 ae (dr (109) 
于 是 1/(1) 二 一 2g(t)， 而 现在 由 (106) 式 就 推出 了 满足 微分 方程 
2f° (2) 十 tf = 0. (110) 


如 果 解 出 这 个 方程 ， 并 用 /(0) 二 Vx 这 个 事实 ( 见 § 8. 21) ， 就 发 现 
CD) 一 Vrexp( 一 后 
于 是 积分 (104) 就 用 显 式 确定 出 来 了 . 
习题 
1. 设 S 是 向 量 空间 X 的 不 空子 集 ， 证 明 ( 像 在 9. 1 段 中 所 断定 的 )S 的 生成 
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是 一 向 量 空间 . 

2. 证 明 ( 像 在 9. 6 段 中 所 断定 的 ) 如 果 A 及 B 都 是 线性 变换 ， 那 么 BA 是 线 
性 的 . 

青 证 A “是 线性 的 并 且 是 可 逆 的 . 

3， 假 设 AEL(X，Y)， 而 只 有 人 在 x=0 时 才 有 Ar=0. 证 明 A 是 1-1 的 . 

4。. 证明 ( 像 9. 30 段 所 断定 的 ) 零 空间 及 线性 变换 的 值 域 都 是 线性 空间 . 

5. 设 AEL(R"，R' )， 证 明 有 惟一 的 JER"， 合 于 Ar 一 x "了 

义 证 A= 1y|. 

提示 : Schwarz 不 等 式 在 某 些 条 件 下 等 号 能 成 立 - 

6. 设 F(0，0)=0， 而 当 (z，y) 天 (0，0) 时 


Pe 
f(y) = ey 


证 明 虽 然 在 (0，0) 不 连续 ， 然 而 (D1) (x，y) 及 (D;/) (xz，y) 在 R* 的 每 点 
存在 . 

7. 设 f 是 定义 在 开 集 ECR" 中 的 实 值 函数 ， 并 且 诸 偏 导数 DJ，…，D,7 
在 E 内 有 界 .证明 f 在 E 内 连续 . 

提示 : 像 在 定理 9. 21 的 证 明 中 那样 进行 . 

8. 设 / 是 开 集 ECR" 上 的 可 微 实 函数 ，f 在 点 xEE 有 局 部 极 大 .证 
明 f'(x)=0. 

9. 设 ( 是 连通 开 集 ECR' 到 R" 内 的 可 微 映 射 ， 并 且 对 于 每 个 xE 已 ， 
fr)=0. 证 明 f 在 巨 中 是 常量 . 

10. 设 三 是 定义 在 西 开 集 下 CR" 中 的 实 值 函数 ， 并 且 对 于 每 个 xE E， 
(D, P)(z)=0. 证明 f(x) 只 依赖 于 za ，…，zv。 

试 说 明 巨 的 凸 性 能 换 成 较 弱 的 条 件 . 但 有 些 条 件 却 是 必要 的 ， 例 如 当 ?一 2 
时 ， 如 果 巨 的 形状 像 个 马蹄 形 ， 命 题 就 可 能 不 成 立 , 

11. 设 了 及 & 都 是 R" 中 的 可 微 实 函 数 ， 证 明 


VY(g)= eg+esvf 


VY(UV1) = 一 广 YfF， 这 里 三 关 0. 
12， 固 定 二 实数 a 及 6，0<<a 一 和 由 


fi(s1t) =(6+ acoss)cost 
fzlsst) =(b+ acoss)sint 


fs(s,t) =asins. 
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定义 映 R* 到 R* 内 的 映射 f 一 (万 ， 大， 户 )， 把 了 的 值 域 K 描述 出 来 ( 它 是 R' 的 
某 个 紧 子 集 ). 
(a) 证 明 存在 着 四 个 点 PE 天 ， 合 于 


(PCCPp)) = 0. 


找 出 这 些 点 来 . 
《b) 确 定 合 于 


(vf) (gq)) = 0. 


的 一 切 9€ K. 

(e) 证 明 在 (a) 中 找到 的 四 个 点 p 之 中 ， 一 个 对 应 于 fi 的 局 部 极 大 值 ， 一 个 
对 应 于 局 部 极 小 ， 另 两 个 既 不 对 应 局 部 极 大 ， 也 不 对 应 局 部 极 小 (它们 叫做 “ 鞍 

在 (b) 中 找到 的 点 4 之 中 ， 娜 些 点 对 应 于 极 大 或 极 小 ? 

(d) 令 人 是 无 理 实数 ， 规 定 g(D)=f(!:，M2)， 证 明 g 是 把 R' 映 满 K 的 某 个 稠 
子 集 的 1-1 映射 ， 证 明 


Ig 0)’ = a tA (b+acost)’. 


13. 设 f 是 R' 到 RY 中 ， 对 每 个 +: 合 于 1 f(t) | = 二 1 的 可 微 映射 证 
明 人 (Df(4) 二 0. 

用 几何 解释 这 个 结果 . 

14. 定义 f(0，0)=0， 而 当 (z，y) 天 (0，0) 时 ， 

Jryy) = er 

(a) 证 明 Dif 及 D:f 是 R* 中 的 有 界 函数 .( 因 之 ，f 连续 ). 

(b) 令 ww 是 R* 中 的 任 一 单位 向 量 . 证 明 方 向 导数 (D.f )(0，0) 存 在 ， 并 且 它 
的 绝对 值 最 大 是 1. 

(oO 设 y 是 Ri: 到 及: 中 的 可 微 映射 ( 换 句 话说 ,7 是 Rz 中 的 可 微 曲 线 )， 
7y(0)=(0，0) 且 | Y(0) | >0. 令 g(1)=f(Y(1)), 证 明 g 对 每 个 ER 可 微 . 

如 果 YE%'， 证明 gE 名 

〈d) 虽 然 如 此 ， 证 明 了 在 (0，0) 不 可 微 . 

提示 : 公式 (40) 失 效 . 

15. 定义 F(00，0)=0， 而 当 (z， 攻 天 (0，0) 时 ， 令 


4x 


fr = t+ 2 ry 
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(a) 证 明 对 一 切 (z，>)ER， 
4 


推断 / 连续 . 
(b) 对 于 0092x， 一 oo 之 1 之 coo， 定义 


Balt) = f(tcosO, tsing). 


证 明 go(0) = 二 0, g's(0)= 二 0，g%(0) 二 2， 所 以 每 个 go 在 上 一 0 有 严格 局 部 极 
小 值 . 

换 句 话说 ,限制 三 在 每 条 过 (0，0) 的 直线 时 ， 在 (0，0) 有 严格 局 部 极 
小 值 . 

(c) 证 明 (0，0) 仍 然 不 是 f 的 局 部 极 小 值 ， 因 为 {(z，z*)== 一 x. 

16. 证 明 在 反 函 数 定理 中 ,人 在 点 a 的 连续 性 是 必需 的 ， 即 使 在 "一 1 的 情况 
也 是 如 此 : 如 果 当 t 关 0 时 ， 


/0D = 4+2rsin(+) 


而 /00)=0， 那么 ， (0)=1, 了 在 (一 J，1) 有 界 ， 但 在 0 的 任何 邻 域内 ，f 不 
是 1-1 的 . 
17. 令 f=( 记 ， 户 ) 为 由 


Cry) = ecosy, (zy) = e'siny. 


给 出 的 ，R* 到 R* 内 的 映射 . 

(a)f 的 值 域 是 什么 ? 

(b) 证 明 f 的 函数 行列 式 在 R* 的 任何 点 上 不 为 零 、 于 是 R* 的 每 个 点 有 邻 域 ， 
使 在 其 中 是 1-1 的 . 然而 f 在 R* 上 不 是 1-1 的 . 

(co) 令 a=(0，x/3)，5=f(ae)， 设 8 是 在 5 的 某 邻 域内 确定 的 ,，『 的 连续 道 ， 
且 g(b)=a， 求 出 g 的 显 式 ， 计算 f(a) 及 g'(b)， 并 验证 公式 (52). 

(d) 坐 标 轴 的 平行 线 在 『 下 的 像 是 什么 ? 

18。 对 于 由 


u=X—y, v=27y. 
确定 的 映射 回答 同样 的 诸 问 题 . 
19. 证 明 方程 组 
3rz 十 y 一 = 十 只 一 0 
z 一 y 十 2z 十 xu= 0 
2z 十 2y 一 3z 十 2 一 0 
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能 把 zx，y，v 用 = 解 出 ! z-，z,，u 能 用 y 解 出 ; >，z， z& 能 用 z 解 出 ; 但 不 能 把 
Xx，y，z 用 uw 解 出 . 
20. 在 隐 和 函数 定理 中 取 n 二 m 二 1， 用 图 像 来 解释 这 个 定理 (还 有 它 的 证 明 ). 
21. 在 R* 中, 由 
f(z19) = 27° — 3 +2y + 3y. 
确定 三 
(a) 在 R* 中 求 四 个 点 ， 使 了 的 梯度 在 这 些 点 上 为 零 . 证 明 /在 R* 中 正好 有 
一 个 局 部 极 大 和 一 个 局 部 极 小 . 
(b) 令 5S 为 使 1(z，y) 一 0 的 一 切 (z，>)ER: 的 集 . 在 S 中 找 出 那些 点 来 ， 
在 它 的 任何 邻 域内 ， 都 不 能 从 方程 fCz，?) 一 0， 把 > 用 xz 解 出 (或 把 + 用 y 解 
出 )， 作 出 5S 的 图 ， 能 画 多 精确 就 多 精确 . 
22， 对 
(zy) = 2zs 十 6zy: — 3r 十 3 


作 类 似 的 讨论 
23. 在 R 中 , 由 


zy ) = Ty te + ye. 


定义 广 证 明 f(0，1， 一 =0，(D1 有 )(0，1， 一 1) 承 0， 因 此 在 R* 中 存在 着 在 
(1， 一 了 的 某 邻 域 中 的 可 微 函 数 g， 合 于 g(1， 一 1) 一 0 及 


flg(y ya) yy) = 0. 
求 (Dig)(1， 一 1) 及 (D:g)(1， 一 1). 
24. 对 于 (xz，y) 关 (0,， 0), 用 


2 
fi(z1y) = 王 直 六 ， Ha(zyy) 一 


-2 
z+ 
来 定义 f 一 ( 户 ， 广 ). 

计算 人 (zxz，y) 的 秩 ， 并 求 了 的 值 域 . 

25. 设 AELCR"，R")， 令 A 的 秩 是 7 

(a) 像 在 定理 9. 32 的 证 明 中 那样 定义 S， 证 明 SA 是 R" 中 的 射影 ， 它 的 零 空 
间 是 .MKA)， 而 它 的 值 域 是 9(S)， 提 示 : 据 (68)，SASA 一 SA. 

(b) 用 (a) 证 明 

dimWA) + dimR(A) = nt. 


26， 证 明 Dsf 的 存在 性 (甚至 连续 性 ) 并 不 包含 着 Dif 的 存在 性 . 例如 ， 令 
f(r，y)==g(7)， 这 里 g 无 处 可 微 . 
27. 设 F(0，0)=0， 而 当 (z，y) 天 (0，0) 时 ， 
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zyy) 一 2 
证 明 : 
(a)f，D,/，D,f 都 在 R* 中 连续 ; 
(b)Disf 及 Daf 在 R* 的 每 点 存在 ， 并 且 除了 在 (0，0) 点 以 外 都 连续 ; 
(eo(Da PC(0，0) 一 1 而 (DxP(0，0) 一 一 1. 
28， 当 1 宇 0 时 , 令 


工 (0 入 z 委 VD 
TD) 一 1 一 z 十 2 VS<r<2 
0 (此 外 )， 


而 当 1<0 时 , 令 plz, = 一 g(x，1+1). 
证 明 yp 在 R* 连续 ， 且 对 一 切 工 


(Dep)(z,0) = 0 
定义 
1 
AD 一 | rr,Ddr 


证 明 当 “| < 二 时 7(D= 上 因此 ， 


(0) 关 全 pmpcrodr 


29. 设 巨 是 R* 中 的 开 集 ， 类 %'(E) 及 %"(E) 已 在 正文 中 定义 了 ， 对 所 有 正 
整数 k， 能 用 归纳 法 定义 ?(E) 如 下 : fE %*(E) 表 示 诸 偏 导数 Dif，…，D.f 
属于 ?了 (E). 

假定 fE 人"(E)，( 重 复 应 用 定理 9. 41) 证 明 人 阶 导数 


Dif = DD, "Da 
在 下 标 媳 ，…， i 重 排 时 不 变 . 
例如 ， 如 果 n 宇 3， 那 么 对 于 每 个 fE&”， 
D'sf = Do 
30. 令 /EL"(E), 这 里 E 是 R" 的 开 子 集 固定 a€E, 并 设 xER" 与 0 
如 此 地 近 ， 以 致 只 要 0<t<1， 点 
p(t) =a+ 


就 位 于 正 内 ， 对 于 一 切 使 PCDOE 巨 的 :ER'， 定 义 
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h(t) = f(p(2)) 
(a) 对 1<k<m，( 重 复 应 用 链 导 法 ) 证 明 
He (0) = Di, fp Ts nT 
求 和 符号 遍历 一 切 有 序 &- 元 组 (ii，…，i)， 其 中 每 个 是 正 整 数 1,，…,，n 
Ee 
(b) 据 Taylor 定理 (5. 15) ， 有 某 个 上 E (0, 1), 使 
CE DE ho (0) 0 + 3] 


ml 
据 此 说 明 式 子 


fat = DED Dra 十 ra 


把 f(a 十 x) 表 成 它 的 “m 一 1 次 Taylor 多 项 式 " 及 满足 


2 
lim Er = 0. 


的 余 项 之 和 .然后 由 此 推 证 ”个 变量 的 Taylor 定理 - 
每 个 内 层 和 ， 像 (a) 那 样 ， 亿 历 一 切 有 序 大 元 组 (证 ，…，i)， 照 例 ， 三 的 堆 
阶 导数 就 是 1， 所 以 在 a 的 Taylor 多 项 式 的 常数 项 就 是 f(a). 
《c) 习 题 29 说 明 ，(b) 所 写 的 Taylor 多 项 式 中 ， 会 有 重复 ， 例 如 Dis， 作 为 
Dus ，Dia ，Du 而 出 现 三 次 ， 相 应 三 项 的 和 能 写成 
3(CDiD, /) (zizs 
的 形式 . 证明 (用 计算 各 阶 导数 出 现 的 次 数 ) 在 (b) 中 的 Taylor 多 项 式 能 写成 


的 形式 .这 里 求 和 时 遍历 一 切 有 序 六 元 数组 (5，…，s%)， 每 个 % 是 非 负 整数 ， 
且 十 … 十 mw 委 mm 一 1. 

31， 设 在 点 a€ R' 的 某 邻 域内 fE <”，/ 的 梯度 在 a 点 是 0， 但 了 的 诸 二 阶 
导数 在 a 点 不 全 为 零 、 说 明 这 时 从 了 在 a 的 (二 次 )Taylor 多 项 式 怎样 判断 ，7 在 
a 点 有 局 部 极 大 或 局 部 极 小 ， 或 既 没有 局 部 极 大 又 没有 局 部 极 小 . 

把 对 于 R* 的 这 个 结果 推广 到 R*. 
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积分 可 以 在 各 种 水 平 上 进行 研究 .可 以 说 第 6 章 是 在 实 轴 的 子 区 间 上 ， 对 于 
比较 “好 "的 函数 并 述 了 积分 理论 ， 在 第 11 章 中 我 们 将 会 遇 到 积分 理论 的 高 度 发 
展 ， 它 可 以 用 于 很 大 的 凡 类 函数 ， 这 些 函数 的 定义 域 是 较为 随意 的 集 ， 不 必 是 
R" 的 子 集 ， 本 章 致力 于 积分 理论 中 与 欧 氏 空间 的 几何 紧密 相关 的 各 方面 ， 诸 如 
变量 替换 公式 ， 线 积分 ， 微 分 形式 的 结构 ， 而 微分 形式 是 用 来 令 述 和 证 明 Stokes 
定理 的 ， 它 是 与 微 积分 基本 定理 相当 的 ” 维 的 定理 . 


积分 
10.1 定义 设 人 是 R* 中 的 大 方 格 ， 它 由 合 于 
a Sib (i=1,%,k), (CD 
的 一 切 一 (TD) 


组 成 ， 是 R' 中 的 廊 方 格 ， 它 由 (1) 中 的 前 j 个 不 等 式 来 确定 ，f 是 1* 上 的 实 连 
续 函 数 . 
令 /二 fi， 而 用 下 式 定义 三 "上 的 函数 f4-，: 


fan) = fn) de 


所 在 玫 上 的 一 致 连续 性 表明 f,-, 在 1"' 上 连续 ， 因 此 ， 我 们 能 够 重复 应 用 这 种 
手续 ， 得 到 [上 的 连续 函数 方 ， 而 万-, 是 f; 关于 zz) 在 [w， 必 ] 上 的 积分 ， 这 样 
做 & 步 以 后 ， 就 能 得 到 一 个 数 f。， 我 们 就 把 这 个 数 叫做 /在 1' 上 的 积分 ， 并 写 
成 下 面 这 种 形式 : 


| .reodz 或 | 7 (2) 


先 验 地 看 来 ， 积 分 的 这 个 定义 与 这 个 积分 的 计算 次 序 有 关 。 但是， 这 只 是 
表面 上 如 此 ， 为 证 明 这 一 点 ， 对 于 积分 (2) 引 入 一 个 暂时 的 记号 LC 了 )， 而 用 
(J) 来 记 按 另 外 某 个 次 序 求 这 个 积分 的 结果 - 

10.2 定理 ”对 每 个 AE&(ID)， 工 (万 一 世 (有 

证 如果 Ar) = 让 (zi)… 和 (zy， 态 EE[a， 必 ])， 那 么 


LOD = hc)dr = Ln) 


tls 
设 :1 是 这 样 的 函数 的 一 切 有 限 和 所 组 成 的 集 ， 那么， 只 要 gE 3 就 必定 
L(g)=L'(g). 又 是 上 函数 构成 的 代数 ，Stone Weierstrass 定理 能 用 到 这 些 
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函数 上 . 


4 
置 V= [66 一 a). 如 果 fE《1), 并 且 e>0, 必 有 gE 使 | f 一 gl 


<e/V， 这 里 ‖ /了 | 的 定义 是 max | f(x) | (xE7). 于 是 |L(f 一 g) | <<e，1L’ 
(/ 一 g) | <e， 又 由 
LA-—L(AP=L(f—g)+L(g—f), 

推 知 LAD=LON | < 

习题 2 与 这 里 有 联系 . 

10.3 定义 R' 上 一 个 ( 实 或 复 ) 函 数 了 的 支 集 ， 是 使 f(z) 天 0 的 一 切 点 的 
集 的 闭 包 ， 如 果 了 是 带 有 紧 支 集 的 连续 函数 ， 令 1* 是 含有 的 支 集 的 任 一 大方 
格 ， 并 且 定义 


Jr- 人 © 


这 样 定义 的 积分 显然 与 下 的 选择 无 关 ， 只 要 假定 下 包含 f 的 支 集 . 

现在 试图 把 在 R* 上 的 积分 的 定义 ， 扩 充 到 带 有 紧 支 集 的 连续 函数 (在 某 种 意 
义 下 ) 的 极限 函数 上 去 . 我 们 不 去 讨论 在 什么 条 件 下 能 这 样 推广 ; 正当 地 解决 这 
问题 的 地 方 是 Lebesgue 积分 ， 目 前 ， 只 描述 一 个 在 Stokes 定理 中 要 用 到 的 极 简 
单 的 例子 . 

10.4 例 邻 Q& 是 由 R* 中 的 合 于 Zz 十 … 十 ZS<1 并 且 式 >>0(i=1,……,) 
的 一 切 点 x 三 (zx,，…，z,) 组 成 的 大 单 形 ， 例 如 ,，k 二 3 时 ，Q 是 顶点 在 0，e， 
e，e; 的 四 面体 ， 如 果 JE 《(Q)， 就 令 f(x) 在 Q 之 外 为 0 来 把 了 扩充 成 了 上 
的 函数 ,并且 定 义 


We 0 
这 里 全 是 由 


所 确定 的 “单位 立方 体 ” 
因为 f 可 能 在 1* 上 不 连续 ， 所 以 (4) 式 右 端 的 积分 的 存在 性 ， 必 有 需 证 明 . 我 
们 还 希望 证 明 这 个 积分 与 积 出 其 中 个 单 积分 的 次 序 无 关 . 
为 了 做 到 这 一 点 ,假定 0<6<1. 置 
1 (41-0 
v0D0-1 3 -<i<D (5) 


0 (1<2 
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而 定义 
F(x) 一 VCz 十 … 十 ze)ACr) (x ET) (6) 
于 是 ，FE (I). 
置 ?一 (zi，…，zri)，x 一 (了 ?，zi)。、 对 于 每 个 ?E 1 来 说 ， 能 使 (7， 


xz 天 /7，z) 的 一 切 zx 的 集 ， 或 者 是 空 集 ， 或 者 是 长 度 不 超过 6 的 开 区 间 。 因 
为 0<g<1, 所 以 
| FL 一 JI< sl er 《7) 

这 里 | /| 的 意义 与 定理 10. 2 的 证 明 中 所 说 的 相同 ， 而 F,-, 与 六 -, 都 是 定义 
10. 1 中 那样 的 . 

当 6-0 时 ，(7) 式 表示 /1 为 连续 函数 序列 的 一 致 极限 ， 所 以 fi-1€ % 
CI )， 而 再 进一步 积分 没有 什么 问题 了 

这 证 明了 积分 (4) 是 存在 的 。 此 外 ，(7) 式 说 明 


rewar—], reodz|<s171. (8) 


注意 ， 不 论 这 4 个 单 积分 是 按 什么 次 序 进行 的 ，(8) 式 总 是 正确 的 ， 因 为 FEY 
(7), 不 论 怎样 变更 积分 次 序 ,| 不 变 。 因 而 (8) 式 说 明 J 也 是 这 样 . 

这 就 完成 了 证 明 . 

下 一 个 目标 是 定理 10. 9 中 所 说 的 变量 替换 公式 ， 为 了 使 证 明 容易 慌 ， 先 来 
讨论 所 谓 本 原 映射 及 单位 的 分 割 ， 本 原 映射 将 使 我 们 对 于 带 有 可 逆 导 数 的 6“ 映 
射 的 局 部 的 性 状 有 个 清晰 的 图 景 ， 而 单位 的 分 割 是 使 我 们 能 在 全 局 中 利用 局 部 信 
息 的 极为 有 用 的 方法 . 

本 原 映射 

10.5 定义 设 G 把 开 集 ECR" 映 入 R" 内 ， 又 设 有 正 整数 普及 实 函数 5 

(定义 域 是 E), 使 
Gz) = re 十 g(r)e (x€E), (9) 


就 把 G 叫做 本 原 映射 ， 于 是 本 原 映射 至 多 改变 一 个 坐标 .注意 ，(9) 式 也 可 写成 
G(x) 一 x 十 [g(x) — zn le, (10) 
的 形状 . 
如 果 g 在 某 点 a EE 可 微 ,， 那么 G 也 是 这 样 ， 算 子 G (oa) 的 矩阵 [av ] 的 第 严 
行 是 
(Dig)(a),…,(CD-g)(a)，，(D.5)(a). (11) 
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当 j 关 m 时 ， 我 人 有 a5 一 1， 而 当 i 隆 j 时 ，m 一 0 于 是 G 在 a 处 的 函数 行列 式 
就 是 
Jola) = det[G’(a)] = (Dg) (a), (12) 
我 们 知道 (根据 定理 9. 36)， 当 上 且 仅 当 (D。g) (a) 取 0 时 ，G'(qa) 可 道 . 
10.6 定义 在 R" 上， 只 把 标准 基 的 某 一 对 成 员 交 换 ， 而 其 他 成 员 不 变 的 
线性 算 子 B 叫做 对 换 . 
例如 ， 在 R' 上 ， 交 换 es 和 e, 的 对 换 B 是 


B(xzie t+ zert ze 十 Teet) = Tiel + Tre 十 Taes + TEs. (13) 
或 者 写成 
B(xie 十 zest xes t+ ze) = Tiel 十 Ziez 十 Tes 十 zzet- (14) 


因此 ，B 又 能 看 成 是 交换 某 两 个 坐标 ， 而 不 看 成 是 交换 两 个 基 向 量 
在 后 面 的 证 明 中 ， 我 们 要 用 R" 中 的 射影 P,，…，P,， 它 们 的 定义 是 Pox 一 0， 
而 当 1<m<n 时 
Pox = T10 二 ""* 二 za6n. (15) 


于 是 射影 P。 的 值 域 和 零 空间 分 别 由 (el ，…，em} 和 {em+;，…，e"} 生 成 . 

10.7 定理 设 焉 是 把 开 集 ECR" 映 入 R" 内 的 映射, 0EE,F(0) 一 0, FF 
(0) 可 逆 . 

那么 ,在 R" 中 有 0 点 的 一 个 邻 域 ， 在 其 中 


F(x) = B…BG.。 


G(x) (16) 


这 个 表示 法 能 成 立 . 

在 (16) 式 中 ， 每 个 G, 是 在 0 的 业 邻 域 中 的 林原 名“ 映射 ; G(0) 二 0，G' (0) 
可 北 ， 而 每 个 B, 或 者 是 个 对 换 ， 或 者 是 恒 等 算 了 于. 

简短 地 说 ，(16) 把 局 部 地 表 成 本 原 映射 与 对 换 的 复合 . 

证 邻 F=F,， 假设 1<m<n 一 1 而 做 下 面 的 归纳 假定 (这 假定 当 m=1 时 显 
然 成 立 )， 

V。 是 0 的 邻 域 ，F。€《(V。)，F。.(0) 二 0，F(0) 可 逆 ， 并 且 


PEF-(Cr) = Pr (rE Va). (17) 
据 (17) 即 有 
F(x) = Pixt >)oi(z)e， (18) 


这 里 an，*…，e, 是 V。 中 的 实 & “函数 .因此 ， 
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F’ (0)e, = > (Da,)(0)e. (19) 


内 为 F(0) 可 逆 ，(19) 式 左 端 不 是 0， 所 以 有 一 个 k 合 于 mk<n, 使 (Dnat) (0) 
#0. 
令 B, 是 交换 m 与 这 个 的 对 换 ( 如 果 4 一 mm， 那 么 B。 就 是 恒 等 算 子 ) 并 定义 
Go。(r) 一 下 十 [at(z) 一 rm]e。 (x EV,). (20) 


于 是 G。€ 《'(V。)，G。 是 本 原 的 ,并且 由 于 (Dwa.)(0) 关 0， 所 
以 G% (0 可逆. 
因此 ， 反 函数 定理 说 明 ， 存 在 着 包含 0 的 开 集 U。CV。， 使 得 G。 是 把 U， 映 
满 0 的 某 邻 域 V。， 的 一 一 映射 ， 在 V-+, 中 G-' 连续 可 微 ， 按 
Fan(y) 一 BF-。G- (7) (y€ Ven) (21) 


来 定义 Fn.1. 
于 是 ，F。 EVD)，F- (0) 一 0 并 且 ( 由 链 导 法 )F“;，(0) 可 逆 ， 勾 ， 当 
xEU, 时 ， 
PasFan (Ga (x)) = PBF (x) 
= P.[Peix+a (x)e, +*"] 


(22) 
= Pauixta(x)e, 
= P.G.(x) 
内 此 ， 
PFan(y) = Psy (了 EVD) (23) 


所 以 用 mm 十 1 代替 m 时 我 们 的 归纳 假定 仍然 成 立 . 
[在 (22) 中 ， 先 用 (21) 式 ， 然 后 用 (18) 式 及 B. 的 定义 ， 再 用 P。 的 定义 ， 最 


后 用 (20)]. 
因 B.B, 二 1，(21) 式 由 于 y=G。(x) 而 等 价 于 
Fx) = BaF (G(x)) (x €U,). (24) 
如 果 取 m 三 1，…，n 一 1， 用 这 公式 相继 推演 ， 就 能 在 0 的 某 个 邻 域内 得 到 
F=F= BF:。G， 
=BBF*:G*G 一 … 


= B,…BF.。G.，。…。G， 
据 (18) 式 ，F, 是 本 原 映射 ， 定 理 证 完 . 


单位 的 分 割 
10.8 定理 设 扩 是 尺 " 的 紧 子 集 ，{V.} 是 开 的 开 检 盖 那么， 必 有 函 教 
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办，"…， 由 ECR") 合 于 

(MOLpE1, 1<i<s; 

(b) 每 个 几 的 支 集 属于 某 个 V。.， 并 且 

(c) 对 每 个 XEK 来 说 ， (x) 十 十 (x) 二 1. 

由 (6) 的 缘故 ，{ 内 } 叫 做 单位 的 分 旬 ， 而 时 常 把 Cb) 说 成 {(w} 是 覆盖 {V.} 的 从 
属 函 数组 . 

推论 如 果 fE@(R") 并 且 扩 的 支 集 位 于 KK 内， 那么 


f= Dpf: (25) 


每 个 由 / 的 支 集 在 业 个 V。 中 . 

(25) 的 要 点 是 它 把 f 表 成 了 有 “小 " 支 集 的 连续 函数 办 f 之 和 . 

证 对 每 个 xEK 联系 上 一 个 指标 a(x)， 使 YEVww. 于 是 存在 着 中 心 在 x 
的 开 球 B(x) 及 W(x),， 使 


B(x) CW(x) C Wr) C Von， (26) 

因为 K 紧 ， 所 以 在 K 中 存在 着 点 x ，*…，x,， 使 得 
KC Bx) UU Bx,). (27) 
由 (26)， 存在 函数 py ，…，gp,E 《(R")， 使 得 在 BCx ) 上 gi(x) 二 1， 而 在 W(x,) 


之 外 g(x.) 一 0， 并且 在 Re 上 0 和 wp(z) 入 1， 定 义 内 一 gj ， 而 当 i 王 1，…，s 一 1 时 
定义 


pn = 1— pp) pan. (28) 
性 质 (a) 及 (b) 是 显然 的 。 当 i 二 1 时 ， 关系 
册 十 … 十 由 一 1 一 (1 一 pp)…(1 一 9) (29) 


当然 对 ， 如 果 (29) 式 对 菜 个 i 二; 成立， 那么 ， 把 (28) 式 加 到 (29) 式 上 ， 得 到 的 就 
是 用 i 十 1 代替 i 时 的 (29) 式 .因此 


Dp =1- IT-p0] CeR). (30) 
各 5 


如 果 xEK， 那 么 x 属于 某 个 B(x,)， 因 此 p(x) 二 1， 而 (30) 中 的 乘积 是 0。 这 证 
明了 (0o. 


变量 代 换 


现在 我 们 能 够 叙述 在 重 积分 中 变量 代 换 的 作用 了 .为 了 简单 起 见 ， 我 们 还 是 
仅 限于 讨论 具有 紧 支 集 的 连续 丙 数 ; 虽然 这 对 于 许多 应 用 来 说 是 限制 的 太 多 了 . 
习题 19 至 23 就 是 限制 太 多 的 例证 
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10.9 定理 设 T 是 把 开 集 ECR' 映 入 R* 内 的 1-1€ "映射 ， 并 且 对 于 一 切 
xEE，Jr(x) 隆 0. 如 果 f 是 R* 上 的 连续 函数 ， 它 的 支 集 是 紧 的 并 且 位 于 T(E) 
内 ， 那 么 


frway = ff rn) 1JrCz) | dx. (31) 


回想 一 下 ，J7 是 工 的 函数 行列 式 . 根据 反 函数 定理 ， 由 题 设 Jr(x) 承 0 推 知 
T "是 T(E) 上 的 连续 函数 ， 这 就 保证 了 (31) 式 右 端的 被 积 函 数 在 中 取得 紧 支 
集 ( 定 理 4. 14). 

(31) 式 中 Jzr(z) 的 绝对 值 的 出 现 ， 要 做 些 解释 就 上 一 1 的 情况 而 论 ， 假 设 
T 是 把 R' 映 满 R' 的 1-16 映射， 于 是 Jr(7z) 二 了 T(z); 如 果 工 是 着 增 的 ， 那 么 ， 
由 定理 6. 19 及 6. 17 对 于 具有 紧 支 集 的 一 切 连续 函数 J， 有 


上 f(ydy = | JGTCz))T'Cz)dz， (32) 


但 是 如 果 工 递 降 ， 那 么 T(x) 二 0; 这 时 如 果 了 在 它 的 支 集 内 部 是 正 的 话 ， 那 么 
(32) 式 的 左 端 是 正 的 而 右 端 是 负 的 ， 如果 在 (32) 中 把 工 换 成 | T | ， 才 会 得 到 
正确 的 等 式 . 

问题 在 于 ， 我 们 所 考虑 的 积分 是 函数 在 R* 的 一 个 子 集 上 的 积分 ， 而 我 们 却 
没有 给 这 些 子 集 配置 方向 或 定向 ， 等 到 在 曲面 上 对 微分 形式 积分 时 ， 将 采用 其 他 
的 观点 ， 

证 由 刚 作 的 评注 得 知 ， 如 果 工 是 本 原 & "映射 ( 见 定义 10.5)， 那 么 (31) 式 
正确 ， 而 定理 10.2 说 明 ， 当 TT 是 只 交换 两 个 坐标 的 线性 映射 时 ，(31) 式 
正确 、 

如 果 定 理 对 于 变换 P，Q 正确 ， 并 且 S(x) 王 P(Q(x))， 那 么 


fw [ro， [J 1dy 
= [APlQeo) Treo Iaco | 


=|Aseo) 1 | dz, 


这 因为 根据 行列 式 的 乘法 定理 及 链 导 法 ， 可 以 得 到 
Jp (Q(x)) Ja(x)= detP'(Q(xz))detQ' (x) 
= detP’(Q(x))Q (x) 
= detS'(z) = Js(x). 


所 以 对 于 S 来 说 ， 定 理 也 正确 . 
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每 个 点 a€ 有 邻 域 UCE, 在 U 中 
T(t) = T(a) + BB Ge Gee no G(x—a), (33) 


这 里 G, 与 B; 都 是 像 定理 10. 7 中 那样 的 ， 令 V= T(U)， 那 么 就 当 f 的 支 集 在 V 
中 时 ，(31) 式 成 立 ， 所 以 

每 个 点 9E T(E) 必 在 这 样 的 开 集 V;CT(E) 里 ， 使 得 对 于 支 集 在 Vy 中 的 一 切 
连续 函数 /，(31) 式 都 成 立 . 

现在 令 / 是 具有 紧 支 集 KCT(E) 的 连续 函数 ， 因 为 {V,) 覆 盖 了 K， 定 理 
10. 8 的 推论 说 明 /二 2y,f， 这 里 每 个 连续 ， 并 且 每 个 的 支 集 在 某 个 V; 内 ， 
这 样 ， 对 于 每 个 水 /来 说 ，(31) 式 成 立 ， 因 此 对 于 它们 的 和 了 来 说 也 成 立 


微分 形式 


现在 我 们 按 排 一 种 布局 ， 叙 述 n 维 的 微 积分 基本 定理 时 需要 它 。 这 个 定理 通 
常 叫做 Stokes 定理 。Stokes 定理 的 原始 形式 ， 起 因 于 向 量 分 析 对 电磁 学 的 应 用 ， 
而 且 是 用 向 基 场 的 环流 来 叙述 的 。Green 定理 及 散 度 定理 是 另外 的 特殊 情形 ， 这 
此 论题， 在 本 章 之 末 有 简短 的 讨论 . 

Stokes 定理 的 稀有 特色 ， 在 于 它 只 有 一 个 难点 ， 那 就 是 叙述 这 个 定理 时 ， 必 
需 用 到 一 些 定义 的 精心 制 做 的 结构 这些 定义 涉及 微分 形式 ， 它 们 的 导数 ， 边 界 
以 及 指向 ， 一 旦 弄 清 楚 了 这 些 定义 ， 定 理 的 令 述 就 非常 简明 ， 它 的 证 明 也 困难 
很 少 . 

直到 现在 ， 我 们 只 讨论 了 开 集 上 定义 的 多 变量 两 数 的 导数 。 这 样 做 是 为 了 避 
免 在 边界 点 上 所 过 到 的 困难 ， 但 是 现在 在 紧 集 上 讨论 可 微 函 数 才 方便 ， 所 以 我 们 
采用 下 面 的 约定 : 

说 了 是 紧 集 DCR' 到 R" 内 的 《映射 (或 《 “映射 )， 就 表示 存在 着 开 集 WC 
R* 到 R" 的 6 映射 (或 4 "映射 )g， 使 得 DCW 并 且 当 xED 人 时 g(x)=f(x). 

10.10 定义 设 巨 是 R" 中 的 开 集 EE 中 的 -曲面 是 从 紧 集 DCR* 到 E" 内 
的 5“ 映射 中 . 

DD 叫 中 的 参数 域 . D 中 的 点 记 成 4 二 (i ，…，w). 

我 们 限定 D 或 为 &- 方 格 , 或 为 例题 10. 4 中 所 说 的 上 单 形 Q' 这 种 简单 情况 
其 中 理由 是 我 们 以 后 要 在 D 上 积分 ， 但 是 还 没有 讨论 在 R* 的 更 复杂 的 子 集 上 的 
积分 ,我们 将 看 到 ， 对 D 的 这 个 限制 (今后 不 再 每 次 明说 )， 在 微分 形式 的 最 后 
理论 中 ,不 会 失去 重大 的 一 般 性 . 

我 们 强调 ,已 中 的 大 曲面 的 定义 是 到 尼 中 的 映射 ， 而 不 是 下 的 子 集 ， 这 与 
我 们 早先 对 于 曲线 的 定义 (定义 6. 26) 是 一 致 的 ， 其 实 ，1- 曲 面 刚好 与 连续 可 微 
曲线 是 一 样 的 . 

10.11 定义 设 E 是 R" 中 的 开 集 巨 中 的 (k 宇 1) 次 微分 形式 (简称 为 E 中 
的 人 -形式 ) 是 一 个 用 和 式 
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w= Da dr, A A dr, (34) 


(指标 如 ，…，i 各 自从 1 到 独立 变化 ) 作 符号 表示 的 函数 ， 它 给 EE 中 的 每 个 
曲面 中 ， 按 照 规则 
al 


i 
二 ee) Fes 


(35) 


规定 一 个 数 w(@) 一 | ， 这 里 的 也是 下 的 参数 域 . 


假定 4,…a 都 是 E 内 的 实 连续 函数 .如 果 加 ，…， 各 是 虽 的 分 量 ,，(35) 中 
的 函数 行列 式 是 由 映射 


Cass) CD 
所 确定 的 . 
注意 ， 像 在 定义 10. 1 中 (或 例 10. 4 中 ) 所 规定 的 那样 ，(35) 式 右 端 是 在 D 上 
的 积分 ， 而 (35) 式 是 符号 的 定义 ， 


如 果 (34) 式 中 的 函数 a,…a 都 属于 “或 《”， 那 么 就 说 人 形式 属于 《类 
或 4" 类 . 

巨 中 的 0- 形式 规 定 是 下 中 的 一 个 连续 函数 . 

10.12 例题 

(a) 令 7 是 R' 中 的 1- 曲面 (%' 类 曲线 )， 参 数 域 是 [0，1]， 用 (z，2?，z) 代 替 
(Cri，zs，z)， 并 且 置 


w= zdy 十 ydz. 


1 
| .= | [WA A AGIAGR: LY 
7 小 


一 Xi (1) 一 和 (0)7 (0). 
注意 ， 在 这 个 例子 里 ，| w 只 依赖 于 7 的 始点 7(0) 与 终点 7(1). 特别 地 ,如 果 


7 是 闭 曲 线 ,那么 | 。 一 0 (下面 就 要 见 到 这 对 任何 恰当 1- 形式 。 都 是 对 的 ). 


1- 形 式 的 积分 时 常 叫 做 线 积 分 
(b) 固 定 a>0, b>0， 定义 


7(1) = (acost,bsint) (0<t<2r), 


于 是 7 是 R* 中 的 闭 曲线 ( 它 的 值 域 是 一 椭圆 )， 于 是 
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i 
[zay = | abcos:tdt = xab, 


然而 
2 
> --| absin’ tdt =— xab. 
了 。 


注意 ,| >dy 是 y 所 界 区 域 的 面积 这 是 Green 定理 的 特殊 情形 - 
(Co 设 口 是 由 
0<r<l1, 0<0&r, 0<oyp<2rx 
确定 的 3- 方 格 . 定义 @(r,，9，q) 二 (rT，y，x)， 这 里 
z= rsingcosg, 
y= rsingsing, 
z= rcos0 
于 是 
Jolr,0,9) 一 ey = rsinb. 
因此 


ar AdyAdz= fy = 低 . (36) 
注意 ， 这 四 把 呈 映 满 R: 的 闭 单位 球 ， 在 D 的 内 部 ， 这 映射 是 1-1 的 .〈 但 
是 有 些 边界 点 要 被 中 等 同 起 来 )， 积分 (36) 等 于 @(D) 的 体积 . 
10.13 ”初等 性 质 设 w，w，ws 是 EE 中 的 k- 形 式 ， 当 且 仅 当 对 于 EE 中 的 每 
个 大 曲面 四 ，w (中 ) 一 w(@) 时 ， 就 写成 w 一 w， 特 别 地 ，w 一 0 就 表示 对 于 正中 
的 每 个 & 曲 面 由 ，w(@)==0. 设 < 是 实数 ， 那 么 cw 是 由 


| .= 三 网 (37) 
确定 的 大 形式 ， 而 w 二 wn 十 on 表示 对 于 玉 中 的 每 个 全 曲面 下， 
j= Jm + (38) 
作为 (37) 式 的 特殊 情况 ， 注 意 ， 一 w 是 由 
[Re | (39) 


确定 的 人 形式. 
考虑 大 形式 


级 分 形式 的 积分 233 


w=a(n)dr, A A dr, (40) 


而 令 w 是 对 调 (40) 式 中 的 某 两 个 足 码 所 得 到 的 形式 .如 果 把 (35) 式 及 (39) 式 与 
“行列 式 的 两 列 交换 ， 则 行列 式 变 号 "这 件 事 联系 起 来 ， 就 知道 


w =— w. (41) 
作为 它 的 特殊 情况 ， 注 意 ， 对 一 切 i 及 j 来 说 ， 反 换 位 关系 
dr A dr 一 一 dz 人 dr (42) 
成 立 ， 特 别 的 ， 
dz A dr =0 (i= 1,,n). (43) 
骨 把 (40) 式 广泛 地 说 一 下 ， 假 定 某 个 r 天 * 而 i, 二。 如果 交换 了 这 两 个 下 


标 ， 就 有 w 一 w， 因 此 据 (41) 式 ， 必 然 w 一 0. 

换 句 话 说， 如 果 w 是 由 (40) 式 表 出 的 ， 那 么 ，w 一 0， 除 非 是 下 标 全 不 相同 . 

如 果 w 是 像 (34) 中 那样 ， 有 重复 下 标的 加 项 就 能 略 去 ， 而 不 影响 w. 

因此 ， 如 果 k>n， 那 么 ， 在 R" 的 任何 开 子 集中 ， 就 只 有 0 是 全 形式 

(42) 式 所 表示 的 反 换 位 性 ， 就 是 为 什么 在 研究 微分 形式 时 ， 要 格外 注意 减 号 
的 根 由 . 

10.14 基本 大 形式 设计，…， i 都 是 正 整 数 ，1<i <<is<…<iSn, 又 
设 了 是 上 元 有 序 组 (简称 姑 序 组 (ii ，…，i}， 那 么 ， 我 们 称 ! 为 递增 人 指标 ， 
并 采用 简短 的 记 法 


dzi = dr A… 人 dr (44) 


这 些 形式 dz, 叫做 R" 中 的 基本 大 形式 

不 难 证 明 恰好 存在 着 n! /k! (mn 一 k)! 个 基本 人 形式， 然而 我 们 用 不 着 这 个 
事实 . 

更 为 重要 的 是 ， 每 个 大 形式 能 用 基本 人 形式 来 表示 .要 想 明 白 这 一 点 ， 注 意 
每 个 不 同 整数 的 大 元 组 (j;，…， 庆 }， 经 过 有 限 次 两 两 对 换 ， 能 变 成 一 个 递增 大 
指标 J: 像 在 10. 13 段 中 已 知 的 那样 ， 每 次 对 换 等 于 乘 上 个 一 1; 因 之 ， 


dx, 人 … NM dz, = ej sha) dr (45) 
这 里 e(j1，…， 产 ) 是 1 或 一 1， 全 看 所 需 对 换 的 次 数 而 定 ， 其实 ， 极 易 知道 
en (46) 


这 里 的 意义 见 定义 9. 33. 
例如 


dr A drs A drs A drs 一 一 dr 人 dr: 人 drs 人 dx: 


234 第 10 章 


dr A drs A dr = drs 人 dz 人 dz. 
如 果 (34) 式 中 的 每 个 大 元 组 变 成 了 递增 大 指标 ， 那 么 就 得 到 w 的 标准 表示 : 
w= > pr(z)dzr (47) 
(47) 中 的 和 号 遍历 一 切 递增 久 指 标 1. [当然 ， 每 个 递增 拓 指 标 是 从 许多 (精确 地 
说 是 ! 个 ) 大 元 组 得 来 的 ， 这 样 ，(47) 中 的 每 个 bo 可 能 是 (34) 中 所 过 到 的 好 几 


个 系数 的 和 ]. 
例如 ， 


midrs 人 dz 一 zadr 人 dz: 十 Tadz 人 dz 十 dz 人 dz 
是 R' 中 的 2- 形式 ， 它 的 标准 表示 是 
Q—z)dri A dr t+ (zs + x3)dr: 人 dr. 


下 面 的 惟一 性 定理 ， 是 引入 大 形式 的 标准 表示 的 主要 来 由 之 一 . 
10.15 定理 设 


w= Dor)dr (48) 
T 
是 开 集 ECR" 中 的 人 -形式 w 的 标准 表示 .如 果 在 巨 中 二 0， 那 么 ， 对 于 每 个 弟 


增 上 全 指标 I 以 及 每 个 xEE, bi(x) 二 0 
注意 ， 对 于 像 (34) 式 那样 的 和 式 来 说 ， 这 种 类 似 的 命题 不 成 立 ， 因 为 ， 例 如 


dz 人 dr* 十 dzz 人 dr; = 0. 


证 “我们 假定 有 某 个 vE 忆 及 某 个 递增 大 指标 了 一 ( 轧 ，…， 刀 }， 使 包 (m) 盖 
0， 来 达到 矛盾 、 因 为 b) 连续 ， 所 以 存在 着 A>>0， 它 保证 坐标 满足 | 工 一 w | 入 
太 的 一 切 xER" 使 (zx)>0. 令 忆 是 R' 中 的 这 样 一 个 大 方 格 : 当 且 仅 当 
|u, | 三 h( 对 r= 二 1，…，k) 时 ，wE D. 定义 


4 
DW) = r+ Due, (CE D). (49) 
al 


于 是 下 是 巨 中 的 大 曲面 ， 它 的 参数 域 是 D， 并 且 对 于 每 个 4ED 来 
说 ,6b (®@(w)) 二 0. 
我 们 断言 


| w= | bj (Bm) J du. C50) 
内 
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因为 (50) 式 的 右 端 是 正 的 ， 因 此 w( 画 ) 天 0 所 以 (50) 式 产生 了 我 们 所 要 的 矛 
盾 来 . 
要 证 明 (50) 式 ， 把 (35) 式 用 于 (48) 式 ， 或 者 更 明确 点 ， 计 算 (35) 式 中 的 函数 
行列 式 . 由 (49) 式 得 
Q(z si) 


Dwimy 


对 于 其 余 的 递增 人 指标 1 闫 本 来 说 ， 了 两 数 行列 式 为 0， 因为 它 至 少 有 一 列 元 素 都 
是 零 . 
10. 16 基本 太 形 式 的 积 设 


T= 人 (51) 


这 里 1 过 … 之 i 二 而 1< 放 <<…<j 人 <n，R" 中 的 与 dzi，dz; 对 应 的 基本 形 
式 的 积 ,是 R" 中 的 (p 十 qg) -形式 ， 用 符号 dz 人 dz 来 记 它 ， 而 定义 为 


dz A dx) = dr A A dx, NM dz 人 … A dz (52) 


如 果 工 与 上 有 公共 元 素 ， 那 么 ，10. 13 段 的 讨论 说 明 dz 人 dz 一 0. 
如 果 工 与 了 没有 公共 元 索 ， 把 TUJ 的 成 员 按 递 增 的 顺序 排列 ， 而 将 得 到 的 
(p 十 gq) -指标 写 做 [1I，J]， 那么 dr, 是 基本 (p 十 9)- 形 式 ， 我 们 断定 


dri A dz = (一 1)dzcm， (53) 


这 里 a 是 负 差 数 j, 一 j, 的 个 数 . (于 是 正 差 数 的 个 数 是 pq 一 a)。 
今 证 (53) 式 ， 对 于 诸 数 


站 (54) 


施行 下 面 的 运算 . 把 i, 一 步 一 步 地 往 右 移 ， 直 到 i, 小 于 它 的 右 邻 为 止 ， 右 移 的 
步 数 就 是 使 i 二 j, 的 下 标 上 的 个 数 . (注意, 显然 也 可 能 是 0 步 ) 然后 对 
bi，…， 主 ,也 这 样 做 ， 右 移 的 总 步 数 是 a。 得 到 的 最 终 排列 是 [I，J]， 每 当 
(52) 式 右 端 施行 一 步 ，dz1 人 dz) 就 乘 上 个 一 1， 因 此 ，(53) 式 成 立 . 

注意 ，(53) 式 右 端 是 dz! 人 dzj 的 标准 表示 

其 次 , 设 KK= {如 ，…，k) 是 {1，…，n} 中 的 递增 斑 指标 ， 今 用 (53) 式 证 明 


(dr 人 dr) 人 A dzxx 一 dz 人 (dz A dzx). (55) 


如 果 1，J，K 中 任何 两 个 有 公共 元 素 ， 那 么 ，(55) 式 两 边 都 是 0。 所 以 它们 


相等 . 
因此 ， 我 们 假定 1，J，K 两 两 不 交 . 设 从 它们 的 并 得 到 的 递增 (p 十 4 十 7)- 指 
标记 作 [1，J ，K]， 用 (53) 中 给 序 对 (1， 站 联系 上 a 的 方法 ， 对 于 序 对 (J，K) 联 
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系 B， 对 于 (1，K) 联 系 7 那么 ， 把 (53) 式 应 用 两 次 ， 得 知 (55) 式 的 左 端 就 是 
— Drdren A dzrx = (— D)°(— Ddzrcom 

而 (55) 式 的 右 端 是 
— dr A dro.n = (— (~— Ddzre.n 

因此 ，(55) 式 正确 . 


10.17 乘法 设 。 与 4 分 别 是 某 开 集 ECR" 中 的 疡 形式 与 9- 形 式 ， 它们 的 
标准 表示 为 


w= Dodri, A= Dondr, (56) 
7 7 
其 中 1 遍历 从 集 {1，…，nn} 取 得 的 一 切 递增 疡 指标 ， 而 本 遍历 从 集 {1，…，nn} 取 


得 的 一 切 递增 49 指标 . 
它们 的 乘积 记 作 w 人 X， 而 定义 为 


wAA= Doble dr A dr (57) 
牺 
在 这 个 和 中 ,1 与 独立 地 遍历 其 可 能 值 ， 而 dz, 人 dz, 则 是 10. 16 段 那 样 的 . 


于 是 wAA 是 EE 中 的 (p 十 q)- 形 式 . 
非常 容易 知道 (证 明 的 细节 留 作 习 题 )， 对 于 10. 13 段 所 定义 的 加 法 的 分 配 律 


(wm 十 os) AA= Cm 人 A) 十 (oz 人 A) 


wh GO) 一 (人 A 人 和) 十 (woA 人 和 ) 
都 成 立 ， 如 果 把 这 些 分 配 律 与 (55) 式 结合 起 来 ， 就 得 到 对 于 三 中 的 任何 形式 w， 
4X，o 的 结合 律 : 
(AMA) Ac=wAGC Ac). (58) 
在 这 段 讨论 中 ， 暗 中 假定 了 p 之 1，g 之 1 至 于 0- 形式 f 与 (56) 式 中 给 出 的 
产 形 式 的 乘积 ， 就 简单 地 定义 为 下 面 这 个 户 形 式 : 
fo = wf = Df br) dz 
T 


当 f 是 0- 形 式 时 ， 习 惯 上 宁愿 写成 fm， 而 不 写成 /人 ow. 

10.18 微分 设 w 是 某 开 集 ECR" 中 的 ' 类 所 形式 .现在 定义 微分 算 子 
d， 它 给 每 个 联系 上 一 个 (k 十 1) -形式 . 

EE 中 的 ' 类 的 0- 形式 ,恰好 是 实 函 数 /E%'(E)， 我 们 定义 
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df= DDD nar. (59) 
如 果 w 二 2b1(x)dri 是 上 形式 w 的 标准 表示 ， 而 对 于 每 个 递增 指标 1 来 说 b1E 
“(E)， 就 定义 
dw = > (db) A dz. (60) 
7 


10.19 例 设 EE 是 R" 中 的 开 集 ，/E《'(E), y 是 E 中 的 连续 可 微 曲 线 ， 
其 参数 域 是 [0，1]， 由 (59) 式 及 (35) 式 


Jar = [Dopo Ya (61) 
据 链 导 法 ， 最 后 的 被 积 式 是 (六 。 7)" 20， 因此 ， 


[af = ro) 一 oo)， (62) 
了 


于 是 | dy 对 于 具有 相同 始点 和 相同 终点 的 一 切 7 都 是 相同 的 ; 这 和 10, 12 的 例 


(a) 相 仿 . 
因此 ， 与 例题 10. 12(b) 比 较 一 下 就 知道 ，1- 形 式 zdy 不 是 任何 0- 形式 的 
导数 .因为 
d(zdy) = dz A dy 天 0， 
这 事实 又 可 以 从 下 述 定理 的 部 分 (b) 推 知 . 
10. 20 定理 
(a) 设 由 与 4 分别 是 巨 中 的 名 ' 类 的 形式 和 克 - 形 式 ， 那 么 
do AA) = (do) 人 A 十 (一 Do 人 Ad. (63) 
(b) 如 果 由 在 已 中 属于 名 类， 那么 dw 二 0。 
这 里 的 dw 当然 表示 d(dw). 
证 由 (57) 式 及 (60) 式 ， 如果 (63) 式 对 于 
w= fdri, A= gdz (64) 
这 种 特殊 情形 成 立 的 话 ， 那 么 (a) 就 得 证 了 ; 这 里 f，gE%'(E)，dzi 是 基本 
形式 ，dz) 是 基本 m- 形 式 . [如 果 上 或 mm 或 二 者 是 零 ， 只 要 把 (64) 式 中 的 dz; 或 
dzj 略 去 就 行 了 ; 下 面 的 证 明 并 不 受 影 响 ]。 这 时 


由 人 = /dz 人 dz) 


假定 1 与 没有 公共 元 素 ， [不然 的 话 ，(63) 里 的 三 项 都 是 0. ]。 然 后 用 (53) 式 就 
得 到 
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do AW = d(fgdri A dr)) = (~— Dd(fgdze.n). 

据 (59) 式 ,d(fg)=fdg 十 gdf， 因 之 从 (60) 式 得 出 

do A VD= (— Dfdgt+ gdf) A dro.n 
= (gdf + fdg) A dz A dz. 
因为 dg 是 1- 形式 ，dzi 是 形式， 所 以 由 (42) 式 . 
dg A dri — (~ Ddz: A dg, 
因此 ， 
dw AN= (df A dr) A (gdz)+(—D'(fdr) A (dg Adzi) 
= (dw) AA 十 (一 Di Ad。 


(a) 得 证 ， 
注意 ， 结 合 律 (58) 的 使 用 是 没有 条 件 的 . 
我 们 先 对 0- 形 式 fE% “来 证 (b) : 


df= dD DPD,) 


= Dd(D,f) A dz, 


be 


= BD) Ds Cx) dz A dr;. 


toed 


因为 D,f 二 Df (定理 9.41) 及 dz; 人 dz, 二 一 dz; 人 dx， 得 知 时 太一 0. 
如 果 像 在 (64) 式 中 那样 ，o= fdz1， 那 么 du= (df) 人 dz1， 据 (60) 式 , d 
(dz)) 一 0， 因 此 ，(63) 式 说 明 


dw= (Pf) A dr = 0. 


10.21 变量 代 换 设 已 是 R" 中 的 开 集 , 是 EE 到 开 集 VCR" 内 的 %' 映 
射 , “是 V 中 的 形式， 它 的 标准 表示 是 


w= Dbi(y dyr. (65) 
T 


(我 们 用 了 表示 V 中 的 点 ， 用 x 表示 EE 中 的 点 ). 
令 4，…，tm 是 工 的 分 量 .如果 


y= (yyn) = T(x), 


那么 y 一 t,(x)， 像 (59) 式 中 那样 
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d= BD Di) Wdr (<i<m). (66) 
名 


这 样 ， 每 个 di; 是 E 中 的 一 个 1- 形 式 . 
映射 工 把 w 变 成 EE 中 的 形式 wr， 它 的 定义 是 


wr 一 De Td A A di. (67) 


在 (67) 中 每 个 被 加 项 的 1 二 { 坟 ，…， 坟 ) 是 递增 上 指标 

下 一 个 定理 说 明 ， 前 边 定义 的 形式 的 加 、 乘 及 微分 运算 ， 都 能 与 变量 代 换 交 
换 次 序 的 . 

10.22 定理 用 10.21 段 里 的 世 和 T， 令 外 及 分 别 为 V 中 的 刀 形 式 及 mi- 
形式 ， 那 么 

(a) 当 一 几时 ，(w 十 Dr 一 or 十 hz; 

(bw MVDr=wr AArs 

(中 当 书 属于 "类 ， 工 属 于 "类 时 ，d(wr) 一 (dw)7. 

证 从 定义 可 以 直接 得 到 (a)， 一旦 了 解 

(dy A A dys)r = di A A de, (68) 

而 与 (ii ，*…，i,} 是 否 递增 无 关 ，(b) 差 不 多 就 是 显然 的 了 ， 因 为 要 把 (68) 式 的 
左 、 右 两 端 变 成 递增 的 排列 ， 需 要 同样 多 的 负 号 ， 所 以 (68) 式 成 立 . 

现在 证 (c)， 如 果 f 是 V 中 的 & "类 的 0- 形式 ， 那 么 


JrGxr) = f(T(x)), df= BD DD ady. 


据 链 导 法 得 到 


d(f7)= DD,fnD) dz 
= DD DDT Dy) dz 
J (69) 
= 忆 (D.PDCTCrD)dt 


= (dr. 
如 果 dy 一 dy 人 … 人 dy， 那么 ，(dy1)7 一 di 人 … 人 dt ， 而 定理 10. 20 
说 明 
d(Cdyn)7) = 0. (70) 


(这 里 是 用 到 题 设 TE%" 的 地 方 ) 
现在 假定 w= fdy'。 于 是 
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wr = 硒 (z)(dyr)r， 
由 前 面 的 一 些 计算 结果 得 到 
dl(wr)= d(fr) A (dy)r = (dfr A (dy)r 
= ((df) A dyD)r = (da)7. 

这 里 第 一 个 等 式 是 根据 (63) 式 和 (70) 式 ， 第 二 个 根据 (69) 式 ， 第 三 个 根据 (b)， 
最 后 一 个 根据 dw 的 定义 . 

从 刚 证 明了 的 (c) 的 这 种 特殊 情况 ， 再 使 用 (a)， 就 得 到 (c) 的 一 般 情况 ， 这 
就 完成 了 定理 的 证 明 . 

下 一 个 目标 是 定理 10. 25， 它 将 由 微分 形式 的 另外 两 个 重要 变换 性 质 直接 得 
出 来 ， 现 在 就 来 讲 这 两 个 性 质 . 

10.23 定理 设 工 是 开 集 ECR" 到 开 集 VCR" 内 的 名 "映射 ，S 是 了 到 开 集 


WCR' 内 的 "映射 ,是 W 中 的 大 形式 它 使 os 是 中 的 大 形式 ， 并 且 (ws)r 及 
wsr 都 是 已 中 的 大 形式 ， 这 里 ST 由 (ST)(x) 二 SCT(X)) 定 义 。 那么 ， 


(os)7 = wsr. (71) 
证 如 果 w 及 4 都 是 W 中 的 形式 ， 定 理 10. 22 说 明 
((w A Ms)r = (ws MAs)r = (ws)r A (As)r 
并 且 
(w 人 A)sr = wsr M Asr. 


于 是 ， 如 果 (71) 式 对 于 w 及 4 成 立 ， 随 之 (71) 式 对 w 人 X 也 成 立 ， 因 为 每 个 形式 
能 由 0- 形式 与 1- 形式 用 加 法 和 乘法 构成 ， 并 且 因为 (71) 式 对 于 0- 形式 当然 成 立 ， 
因此 ， 只 需 对 于 w= dzv(9=1，…， 妃 ) 这 种 情况 来 证 明 (71) 式 就 够 了 . (我们 分 
别 用 x，y，z 来 记 EE、V、W 中 的 点 . ) 

邻 4，…， tm 是 工 的 分 量 , 5，…，5ss 是 S 的 分 量 ， mm ，…，m 是 ST 的 分 
量 . 如 果 w=dz,， 那 么 ， 


ws = du = BD (Ds) (ydy,. 
7 


所 以 ， 链 导 法 表明 
(ws)1= > Djs) T(x) dy, 
7 
= DBDs) TE DY Ds) dz, 


= BD) Dr) Cdr: = dr, = wsr. 
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10.24 定理 设 w 是 开 集 下 CR" 中 的 人 -形式 , 转 是 忆 中 的 有 曲面 ， 它 的 参 
数 域 DCR*，A 是 R* 中 的 、 参 数 域 为 DD 并 且 是 用 A(w) 二 Ww(wuE DD) 确定 的 请 易 
面 ， 那 么 ， 


证 只 需 对 


w= adr, A A dr, 
这 种 情况 来 证 明 。 如 果 加，…，#, 是 下 的 分 量 ， 那 么 


we = a(Bu))d$, A A d$,. 
要 证 明 本 定理 ， 只 震 能 够 证 明 
d$, A A d$, = TDdu A 人 du， (72) 
就 行 了 ， 这 里 


因为 由 (72) 式 可 以 得 到 
= ap)yeod 
=| a( BO TD du A … A du = | 
令 [Aj 是 上 行 & 列 的 矩阵 ， 它 的 阵 元 是 
a(psq) = (DB (pg = 1 sk). 
那么 
d$, = DJalpq) du 
因而 
d$, A A d$, = 27a(1,9)…aCksgi)dun 人 … 人 da 
在 最 后 这 个 和 里 ，q!，*…，q 各 自 取 遍 1，…，k。 由 反 换 位 关系 (42) 可 得 
du Ne Ada = sCqoees ge du A A du 
这 里 。 照 定义 9. 33 那样 取 ， 应 用 这 个 定义 ， 就 知道 
d$, 入 … A d$, = det[AJdu A A duss 
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又 因为 J(w) = 一 detLA]，(72) 式 得 证 . 
本 节 的 最 后 结果 ， 把 上 面 两 个 定理 联系 了 起 来 . 
10.25 定理 设 了 是 开 集 下 CR" 到 开 集 VCR" 内 的 名 映射 ， 四 是 妃 中 的 
曲面 是 V 中 的 形式 . 
那么 


hh 


证 设 中 的 参数 域 是 D( 从 而 也 是 T® 的 参数 域 )， 并 按 定理 10. 24 定义 A. 
于 是 


En ee Oe 


其 中 第 一 个 等 式 是 在 定理 10. 24 中 用 T@ 代替 ® 得 到 的 . 第 二 个 等 式 由 定理 
10. 23 得 出 ， 第 三 个 等 式 是 在 定理 10. 24 中 用 wr 代替 w 的 结果 . 


单 形 与 链 


10.26 仿 射 单 形 设 f 是 把 向 量 空间 X 映 和 向量 空间 Y 的 映射 。 如果 
f 一 f(0) 是 线性 的 ， 就 称 了 为 仿 射 映射 换 句 话 说 ， 就 是 要 求 存在 某 个 AEL 
(X，Y) 使 得 


f(x) 一 f(0) + Ax. (73) 
如 此 ， 要 确定 R* 到 R" 中 的 仿 射 映射 ， 只 要 知道 f(0) 及 f(e,) (1<<i<k) 就 行 


了 ， 这 里 像 通常 那样 ，{e, ，…，e) 是 R* 的 标准 基 . 
我 们 定义 标准 单 形 Q 为 由 形 如 


BB 
有 一 ae， (74) 

而 使 三 0Gi=1，…， 扣 并且 Zai 志 1 的 一 切 wER' 组 成 的 集 . 

设 pp，p1，…，ps 是 R" 中 的 点 .所 谓 有 向 仿 射 天 单 形 
a = [po,pi…ypi] (75) 

是 用 Q 作 参 数 域 ， 由 仿 射 映射 
oaiel 十 … 十 aket) 一 p+ He 以 汪 《76) 
Et 


给 出 的 R" 中 的 姑 曲 面 .注意 ，ve 的 本 性 是 
oa(9) = po, ole)=p (I<i<h (77) 


及 
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ao 一 pp 十 An (ecQ)， (78) 


这 里 AEL(R*，R") 而 对 于 1<i<k，Ae; 一 pi 一 po: 
我 们 称 c 为 有 向 的 ， 借 以 着 重 考虑 顶点 pp。，…，ps 的 次 序 。 如 果 


o = [pp sp (79) 
这 里 fm,， 六 ，…， 去 } 是 有 序 集 {10，1，…，A} 的 一 个 排列 ， 我 们 就 采用 
0 = si sis)g (80) 


这 种 记号 ， 这 里 的 s 是 定义 9. 33 中 所 定义 的 函数 。 这样 "一 士 " 在 于 一 1 或 
5 三 一 1. 严格 地 说 ， 在 采用 (75) 式 及 (76) 式 作为 o 的 定义 时 ， 除 非 i 二 0，*…， 


二 k， 我 们 不 应 写 z=o， 即 使 Yi ，…，i) 一 1 也 是 这 样 ; 在 这 里 我 们 得 到 的 只 
是 等 价 关系 ， 而 不 是 等 式 ， 然 而 对 于 我 们 的 目的 来 说 ， 根 据 定理 10. 27， 这 种 记 
号 还 是 合适 的 . 


设 5 一 ec( 沿 用 上 面 的 约定 )， 如 果 e 一 1， 就 说 " 与 o 同 向 ; 如 果 e 一 一 1， 就 
说 5 与 o 反 向 注意， 我 们 并 没有 定义 “ 单 形 的 向 ”的 意义 ， 我们 所 定义 的 只 是 取 
同一 点 集 为 顶点 的 两 个 单 形 之 间 的 关系 ， 即 “ 同 向 "的 关系 . 

然而 ， 这 里 有 这 么 一 种 情况 ， 单 形 的 方向 能 按 一 种 自然 的 方法 来 定义 ， 这 就 
是 当 n=k， 并 且 当 诸 向 量 p; 一 po(1<i<k) 无 关 时 的 情况 ， 这 时 (78) 式 中 的 线性 
变换 A 可逆 ， 它 的 行列 式 ( 即 的 函数 行列 式 ) 不 是 0， 于 是 ， 如 果 detA 是 正 的 
(或 负 的 ) ， 就 说 "是正 向 的 (或 负 向 的 )， 特 别 是 R* 中 由 恒 等 映 射 给 出 的 单 形 [9， 
ej ，…，e] 有 正 向 . 

到 现在 为 止 ， 我 们 一 直 假定 了 & 之 1， 有 向 0- 单 形 定义 为 附 有 正 负 号 的 一 个 
点 ， 我 们 把 它 写成 。= 十 po 或 = 一 pm。 如 果 o=eps(e 一 士 1) 并 且 了 是 0- 形 式 ( 即 
实 函 数 )， 我 们 定义 


[7 =p 


10.27 定理 设 o 是 开 集 ECR" 中 的 有 向 仿 射 和- 单 形 ， 并 设 5 一 cr， 那么 ， 
对 于 正中 的 每 个 k- 形 式 w 来 说 
= < C81) 


证 对 于 k=0，(81) 式 由 上 面 的 定义 就 得 到 了 . 所 以 我 们 假定 之 1， 并 且 
假定 c 是 由 (75) 式 给 出 的 . 
假设 1<j< et， 并 设 是 从 o 交换 po 与 p; 得 来 的 .于 是 一 一 1， 并 且 


owW = p+PBu (CaEQ)， 


这 里 B8 是 R' 到 R" 内 的 线性 映射 ， 其 中 Be 一 证 一 忆 而 当 ij 时 Be, 一 忆 一 及 
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如 果 借 (78) 式 里 的 4, 令 Ae, 二 x (1<i<k),， 那么 B 的 列 向 量 ( 即 向 量 Be,) 
便 是 


一 和 
如 果 把 第 j 列 从 其 余 各 列 减 去 ， 那 么 ，(35) 式 中 的 行列 式 ， 没 有 一 个 会 受 影 响 ， 
然而 我 们 得 到 了 这 些 列 如 ，…， 郑 -， 一 六 ， 光 7， …， 国 。 这 些 列 与 A 中 各 列 ， 


只 是 在 第 j 列 上 差 一 个 符号 ， 因 此 ， 对 于 这 种 情况 ，(81) 式 成 立 . 
次 设 0<i<j<k 而 o 是 由 o 交换 pi 与 P 得 到 的 .那么 oCw) 二 po 十 Cu， 这 里 
C 的 各 列 与 A 的 各 列 ， 除 了 第 i 列 与 第 j 列 交换 了 之 外 ， 其 余 都 一 样 ， 这 又 可 推 
出 (81) 式 成 立 ， 因 为 = 一 1. 
一 般 的 情况 随 之 也 成 立 ， 因 为 10，1，…，A)} 的 每 个 排列 是 上 面 已 经 处 理 过 
的 诸 特殊 情形 的 复合 . 
10.28 仿 射 链 ” 开 集 ECR" 中 的 仿 射 上 链 T， 是 巨 中 的 有 限 多 个 有 向 仿 射 
妈 单 形 o，，…，o, 的 集体 ， 这 些 大 单 形 不 必 各 不 相同 ; 于是， 一 个 大 单 形 可 以 在 
T 中 重复 出 现 . 
设 了 如 上 ， 并 设 w 是 无 中 的 全 形式， 定义 
| w= bp w. (82) 
我 们 可 以 把 EE 中 的 -曲面 名 看 成 一 个 函数 ， 它 的 定义 域 是 EE 中 一 切 和 形式 
的 集体 ， 并 且 它 给 ww 配置 -个 数 | 因为 实 值 函 数 能 够 相 加 ( 像 定 义 4. 3 中 那 
样 )， 这 就 使 人 联想 到 用 记号 
T= + +to, (83) 


或 写成 更 紧凑 的 形式 而 用 


r= yw (84) 


说 明 (82) 式 对 于 中 的 每 个 形式 成 立 . 

为 了 避免 误解 ， 我 们 明确 指出 ，(83) 式 及 (80) 式 所 引入 的 记号 必须 当心 地 
使 用 ， 要 害 是 在 于 R" 里 的 每 个 有 向 仿 射 - 单 形 。， 作 为 函数 的 途径 有 两 种 ; 它 
们 的 定义 域 不 同 ， 值 域 也 不 同 ， 于 是 有 两 种 绝 然 不 同 的 加 法 运算 . 本来，o 是 
定义 为 Q: 上 的 R"- 值 函数 ， 因 此 ， 能 够 说 m 十 是 给 每 个 wE Q 派 定向 基 
a1(w) 十 os(w) 的 函数 co。 注意 ,o 仍然 是 R" 中 的 有 向 仿 射 二 单 形 ! 这 不 是 (83) 
式 的 含意 . 

例如 ， 像 在 (80) 式 中 那样 ， 如 果 = 一 ci (就 是 说 0 与 02 的 顶点 的 集 相同 但 


方向 相反 ) 并 且 设 了 一 c 十 cx ， 那 么 对 于 一 切 w 有 梧 一 0 ， 并 且 我 们 可 以 把 这 件 
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事 记 成 【=0 或 m 十 一 0 这 并 不 意味 着 o1(w) + oz(e) 是 R" 中 的 零 向 量 . 
10.29 边界 当 A1 时 ， 规定 有 向 仿 射 上 单 形 


oa 一 [PP pi 
的 边界 就 是 仿 射 (4 一 1)- 链 


ac = DDLpores pyr pr ps (85) 


例如 ， 设 o=[Pm，P， 户 ]， 那 么 
da 一 [Pi ,ps] 一 [Ps,Ps] 十 [Po,pi] 
=[pospi]+ [pps]+ Lp: po], 


三 角形 的 有 向 边界 的 普通 概念 一 致 . 
注意 ， 当 1<i<k 时 ， 在 (85) 式 中 出 现 的 单 形 o=[pos pj pri 
和 …，p]， 以 Q 为 参数 域 ， 并 由 


oo0 一 让 十 BEQc) (86) 


确定 ， 这 里 的 巨 是 由 
Be=p—p (1<i<j—)), 
Be = ph 一 pm (Aj<i<k—1) 


确定 的 从 R' “到 R" 的 线性 映射 . 
在 (85) 式 中 出 现 的 另 一 单 形 
om = [pi,pe»"™ ps] 
是 由 映射 
mW) =p+Bu 
得 出 的 ， 这 里 当 1<i<k 一 1 时 ,Be 二 pi 一 PP 
10. 30 可 微 单 形 及 可 微 链 、 设 T 是 开 集 ECR" 到 开 集 VCR" 内 的 《 "映射; 


本 不必 是 一 一 的 .如 果 o 是 EE 中 的 有 向 仿 射 单 形 ， 那么 复合 映射 CR 
时 写成 较 简单 的 形式 To) 是 V 中 的 以 Q 为 参数 域 的 -曲面 称 旬 为 《" 类 的 有 向 


大 单 形 . 了 
V 中 6" 类 的 有 向 和 单 形 B,，…， 中 , 的 有 限 集 于 叫做 V 中 的 《" 类 的 生 链 


设 w 是 V 中 的 形式， 我们 定义 
(87) 
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并 且 应 用 相应 的 记号 理 一 8,- 
如 果 全 二 Zo 是 仿 射 链 ， 并 且 如 果 ,二 了。o;， 那 么 又 写成 于 二 T。 ,或 
写成 


To) = PD To (88) 
有 向 大 音 形 二 了 。o 的 边界 3 四 定义 为 (一 1)- 链 
9® = T( 90). (89) 


为 了 说 明 (89) 式 是 合理 的 ， 可 以 想 一 想 ， 如 果 工 是 仿 射 的 ， 那 么 @=T "ec 
是 有 向 仿 射 - 单 形 ， 这 时 (89) 式 就 不 应 该 是 定义 ， 而 应 该 看 作 (85) 式 的 推论 了 . 
所 以 (89) 式 是 推广 了 这 种 特殊 情况 . 

如 果 甸 是 属于 %" 类 的 ，3 别 就 是 属于 "类 的 .这 可 以 直接 推 知 . 

最 后 ， 定 义 久 链 更 一 Z@, 的 边界 3 为 (4 一 1) 链 . 


a = a. (90) 


10.31 正 向 边界 ”到 现在 为 止 ， 我 们 已 把 边界 与 链 联系 上 了 ， 但 还 没有 与 
R" 的 子 集 联系 上 ， 关 于 边界 的 这 种 看 法 ， 对 于 Stokes 定理 的 叙述 和 证 明 ， 是 最 
适当 不 过 了 . 然而 在 应 用 中 ， 特 别 是 在 R* 或 R' 的 应 用 中 ， 谈 某 些 集合 的 “有 向 
边界 "也 是 很 通常 和 很 方便 的 ， 现 在 简要 地 谈 一 下 . 

设 Q 是 R" 中 的 标准 单 形 ，om 是 以 Q 为 参数 域 的 恒 等 映 射 ， 在 10. 26 段 中 
已 知 ，o 可 以 看 做 R" 中 的 正 向 六 单 形 ， 它 的 边界 30。 是 仿 射 (n 一 1)- 链 .这 个 链 
则 做 集 Q 的 正 向 边界 . 

例如 Q 的 正 向 边界 是 

[eyes,e] 一 [0,eve] 十 [0,ee] 一 [0,eve:]. 


今 令 T 为 Q" 到 R" 中 的 "类 1-1 映射 ， 并 设 它 的 函数 行列 式 是 正 的 (至 少 在 
Q 内 部 )， 设 E= T(Q")， 由 反 函 数 定理 ， 巨 是 R" 中 某 个 开 集 的 闭 包 。 我 们 定义 
集 正 的 正 向 边界 为 Ca 一 1)- 链 
3aT = T( 90), 
并 且 可 以 把 这 个 (n 一 1)- 链 记 作 3E. 
在 这 里 显然 会 发 生 这 样 的 疑问 : 如 果 E=T,(Q") 二 T;(Q")， 并 且 如 果蔬 与 
人 的 函数 行列 式 都 是 正 的 ， 是 否 必然 3T, = 3T; 呢 ? 即 是 说 ， 等 式 


人 = 
mis 


是 否 对 于 每 个 (n 一 1) -形式 w 成 立 呢 ? 答案 是 肯定 的 ， 但 我 们 打算 略 去 它 的 证 明 . 
(看 个 例子 ， 把 本 节 的 结尾 与 习题 17 作 一 对 比 》. 
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还 可 以 推进 一 步 ， 设 
NA=EU…UE,, 
这 里 E, 二 T,(Q")， 每 个 T; 与 上 面 的 了 有 同样 的 性 质 ， 并 且 诸 E; 的 内 部 两 两 不 
交 ， 那么 ， 就 把 (n 一 1)- 链 
gaT 十 … 十 3aT,= 30 

叫做 Q 的 正 向 边界 . 

例如 ，R: 中 的 单位 正方 形 正 是 wm (Q' ) 与 o(Q ) 的 并 ， 这 里 

Mu) =u, ou) 一 el 十 ez 一 也 
om 及 a4 的 函数 行列 式 都 是 1 盖 0， 因 为 
a = [0,ee]，o = [ea 十 eveye]， 
所 以 
90 = [ee] 一 [0,e] 十 [0,e]， 
ao = [ee] 一 [e 十 eve] 十 [e 十 ee]; 
这 两 个 边界 之 和 为 
3 = [0,e] 十 [ee 十 ee] 十 [e 二 eve] 十 [e,0]， 

即 是 7? 的 正 向 边界 ， 注 意 Le ，ez] 抵 消 了 [e: ，e]. 

如 果 外 是 R" 中 以 1 为 参数 域 的 2 曲面， 那么 下 ( 当 作 2- 形 式 上 的 函数 ) 与 
2 - 链 

Beant+®eo 
相同 ， 于 是 
a@® = doea) + 9B 0) = P90) + D90) = PIL). 

换 句 话说 ， 如 果 中 的 参数 域 是 正方 形 了 ， 我 们 不 必 回 到 单 形 CQ， 而 可 以 直 

接 从 9F 得 到 3 中 . 


其 他 例子 可 在 习题 17-19 中 找到 . 
10.32 例 对 于 0<u<x，0<v<2x， 定义 


E(u,v) = (sinucosv, sinusinv, cosu). 


于 是 三 是 R' 中 的 2- 曲面 ， 它 的 参数 域 是 长 方形 DCR*， 它 的 值 域 是 R 中 的 单 
位 球 ， 它 的 边界 是 

3 一 Z(03aD) 一 为 十 为 十 为 十 六 
这 里 的 
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Wi) = Eu,0) = (sinu,0,cosu), 
¥:(V) = Ex,v) = (0,0, —1), 
Vu) = E(x—u,2n) = (sinu,0, 一 cosz)， 
yi(n) = 0,2x— vw) = (0,0,1), 
xu， 的 参数 区 间 为 [0，x]，[0，2x]. 
因为 六 及 % 是 常量 ， 它 们 的 导数 是 0， 因 此 任何 1- 形 式 在 7; 或 Y 上 的 积 
分 是 0[ 见 例 10. 12(a)]. 
因 %(w = 二 Xu(x 一 w)， 直 接应 用 (35) 式 ， 就 能 证 明 


h-hh 


对 于 任何 1- 形 式 w 成 立 ， 于 是 |,.w 一 0, 进而 推 知 9 一 0. 

(按照 地 理学 的 术语 ，as 从 北极 N 出 发 ， 沿 子午 线 跑 到 南极 S， 在 S 停 一 
下 ， 沿 同一 子午 线 回 到 N， 最 后 停 在 N， 沿 子午 线 的 这 两 自 路 方向 相反 。 所 以 相 
应 的 两 个 线 积分 彼此 消 探 ， 在 习题 32 中 也 有 一 条 曲线 ， 它 在 边界 上 出 现 两 次 ， 
但 是 没有 消 掉 )- 


Stokes 定理 


10.33 定理 设 生 是 开 集 VCR" 中 的 "类 有 链 ， 由 是 V 中 的 加 类 
(一 1) -形式 ， 那 么 


| 一 | (91) 


k= 二 1 时 ， 这 不 过 是 微 积分 基本 定理 (加 一 个 可 微 性 的 假定 ). 《三 m2 的 
情形 就 是 Green 定理 . k=m= 二 3 时 得 出 所 谓 Gauss“ 散 度 定理 ”.k 三 2，m 二 3 的 
情况 ， 是 由 Stokes 最 先 发 现 的 (Spivak 的 书 描述 了 一 些 历史 背景 )、 这 些 特 殊 
情况 将 在 本 章 末 进一步 讨论 . 

证 只 要 对 V 中 "类 的 每 个 有 向 k 单 形 中 证 明 


[el om 


就 够 了 ， 因 为 ， 如 果 证 明了 (92) 式 ， 再 如 果 于 二 2@,， 那 么 ， 由 (87) 及 (90) 就 可 
推出 (91) 式 . 
固定 这 样 一 个 中 ， 并 且 令 
= [90,e ,0 (93) 
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这 样 ,o 是 以 Q* 为 参数 域 而 由 恒 等 映 射 所 确定 的 有 向 仿 射 单 形 . 因 下 又 
是 定 义 在 Q@ 上 的 (看 定义 10. 30) 并 且 B®E%”， 所 以 存在 着 包含 Q 的 开 集 ECR*， 
并 且 存 在 着 已 到 V 内 并 使 得 四 =T。o 的 ”映射 T， 由 定理 10. 25 及 10. 22(c)， 
(92) 式 的 左 端 等 于 


fw = | wr = | aon). 
再 用 一 次 定理 10.25， 并 根据 (89) 式 就 知道 (92) 式 的 右 端 是 


| ee 


因为 wr 是 EE 中 的 (k 一 1)- 形 式 ， 所 以 为 了 证 明 (92) 式 ， 只 要 对 于 特殊 的 单 
形 (93)， 及 已 中 的 每 个 所 /类 (k 一 1) -形式 4 来 证 
[a =|2. (94) 
如 果 k= 二 1， 有 向 0- 单 形 的 定义 说 明 ，(94) 式 只 不 过 是 说 ， 对 于 [0，1] 上 的 
每 个 连续 可 微 函数 / 有 关系 式 
reouv = f(D 一/(0)， (95) 
而 由 微 积分 基本 定理 ， 这 当然 是 正确 的 . 
从 现在 起 ， 我 们 假定 上 > 1， 固 定 了 整数 "(1 过 rh)， 并 且 选 定 /E€% 人 (EE). 
我 们 说 ， 只 要 对 于 
A= fdr Ae A dr A dr A 人 dm (96) 


这 种 情形 来 证 (94) 式 就 够 了 ， 这 是 因为 任何 (一 1)- 形 式 ， 一 定 是 如 (96) 这 样 一 
些 特殊 的 (4 一 1) -形式 之 和 ， 其 中 r 一 1，…， 大 
据 (85) 式 ， 单 形 (93) 的 边界 是 


4 
ac = [eei] 十 补 ( 一 Dr， 


一 [0,e se en et], 


to = [ee ss em Em se 


注意 m 是 由 [el，…*，e] 将 e 与 其 左 邻 逐 次 交换 r 一 1 次 得 到 的 。 所 以 


4 
az= Dnt+ DD Dr, (97) 
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每 个 rn 以 Q* :为 参数 域 . 
如 果 x 二 ro(w) 并 且 wEQ'， 那么 


[和 (Ly 
Ti =41— (w+ +un) (j=7), (98) 
ls (r<j<h. 


如 果 1<ik,， uwEQ' 且 x 二 5,(w)， 那 么 ， 


ws (I<j<o, 
w=10 人 = (99) 
wi (<j<h. 


对 于 0<iSk， 令 ) 为 由 上 , 诱导 出 来 的 映射 
9) (CT (100) 


的 函数 行列 式 .， 当 i 二 0 及 i=r 时 ，(98) 式 及 (99) 式 说 明 ,，(100) 式 是 恒 等 映 射 . 
所 以 J。=1，J,==1， 对 于 其 他 的 i 来 说 ,在 (99) 中 的 x;=0 说 明 ，J, 有 一 行 全 是 
0， 因 之 J, 二 0. 这样， 由 (35) 式 及 (96) 式 得 到 


| =。 (天 0 关门 . (101) 


结果 ， 从 (97) 式 推 知 


[a= Conf +C 5 


(102) 

= DC = fer) Jdu. 

另 一 方面 ， 
d= (Df dz, Adr A A dr A dz A…A 人 dm 
=(—D"™(D,/)(x)dr A A dry 
所 以 

一 (一 1) 一 103. 
[a (一 1 pmeodr (103) 


我 们 先 对 z, 在 闭 区 间 

[0,1— (z+ 二 +zI 二 + 2 十 … 十 T1)] 
上 积分 以 求 (103) 式 的 值 ， 令 (aT Tt 二 (1 ) 并 
借助 (98) 式 ， 可 以 知道 (103) 式 中 在 Q 上 的 积分 ， 等 于 (102) 式 中 在 Q "上 的 积 
分 ， 这 就 是 说 (94) 式 成 立 ， 而 定理 证 完 . 
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闭 形式 与 恰当 形式 


10.34 定义 设 w 是 开 集 ECR 上 的 上 形式. 如果 存在 着 下 中 的 (k 一 1)- 形 
式 )， 适 合 w= 一 d， 那 么 就 说 w 在 已 中 是 恰当 的 - 

如 果 w 属 于 8 "类 并 且 do 一 0， 那 么 w 叫做 闭 的 . 

定理 10. 20(b) 说 明 ，# “类 的 每 个 恰当 形式 是 闭 形式 . 

在 某 些 集 已， 例如 在 凸 集 上 ， 逆 命题 正确 ; 这 就 是 定理 10. 39( 通 常 称 为 
Poincaré 引 理 ) 及 定理 10. 40 的 内 容 ， 然而， 例题 10. 36 及 10. 37 要 提出 不 是 恰 
当 的 闭 形式 . 

10.35 评注 

(a) 要 判定 一 个 已 知人 形式 是 否 是 闭 的 ， 只 要 把 w 的 标准 表示 中 的 系数 微 一 
下 分 就 行 了 ， 例 如 ， 开 集 ECR" 上 的 /1€《'(E) 时 ，1- 形 式 


w= Dndz,, (104) 
各 
是 闭 的 当 且 仅 当 对 于 {1，…，n} 中 的 一 切 i，j 及 一 切 x*EE， 诸 等 式 
(D,f)x) = (DS) x) (105) 


成 立 . 
注意 ，(105) 式 是 “点 态 " 条 件 ; 它 并 不 蕴含 那 种 依赖 于 的 形状 的 整体 性 质 . 
另 一 方面 要 想 证 明 w 在 E 中 是 恰当 的 ， 必 须 证 明 存 在 着 EE 上 的 形式 X*， 合 
于 内 =w， 这 就 等 于 在 整个 巨 中 ， 而 不 是 局 部 的 ， 解 一 组 偏 微分 方程 ， 例 如 为 了 
证 明 (104) 式 在 集 已 中 是 恰当 的 ， 就 必需 求 一 函数 (或 0- 形式)g&E 如 (E)， 要 它 
合 于 


(Dg)(x) = f(x) (x€EE,lSi<n). (106) 


当然 ，(105) 式 是 (106) 式 可 解 的 必要 条 件 . 
(b) 设 由 是 三 中 的 恰当 大 形式 ， 于 是 存在 着 下 中 的 (k 一 1) -形式 人 使 由 =w， 而 
Stokes 定理 断定 ， 对 于 中 的 每 个 《类 和 链 亚 


[= 人 aa=[ (107) 
如 果 更 ， 及 亚 。 都 是 这 样 的 链 ， 并 且 它们 有 相同 的 边界 ， 那 么 


le 


特别 在 正中 的 每 个 边界 为 0 的 全 链 上 ， 下 中 的 恰当 和 形式 的 积分 为 0 
作为 这 件 事 的 一 个 重要 的 特殊 情况 ， 注 意 下 中 的 恰当 1- 形式 在 E 中 的 闭 (可 
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微 ) 曲 线 上 的 积分 为 0 
(ce) 设 是 E 中 的 闭 &- 形 式 ， 于 是 dw 一 0， 并且 Stokes 定理 断定 ， 对 于 已 中 
属于 %" 类 的 每 个 (k 十 1)- 链 平 ， 


| oo 一 | 由 =。 (108) 
oo v 


换 旬 话说 , 玉 中 的 闭 和 形式， 在 作为 忆 中 (k 十 1)- 链 的 边界 这 样 的 k- 链 上 。， 
积分 为 0. 

(d) 设 于 是 EE 中 的 (k 十 1)- 链 ,4 是 EE 中 的 (4 一 1) -形式 ， 二 者 都 属于 "类 . 
因为 dX 二 0， 把 Stokes 定理 使 用 两 次 就 知道 


| = ua =| .44=0 (109) 


由 此 推 知 F* 于 ==0， 换 句 话 说 ， 边 界 的 边界 是 0. 
关于 这 一 点 的 更 直接 的 证 明 见 习题 16. 
10.36 例 邻 E=R* 一 (0) 为 去 掉 原点 的 平面 1- 形式 


= dy— ydr (110) 
到 十 y 
在 尼 一 :0} 中 是 闭 的， 这 极 易 用 微分 验证 ， 固 定 ~ 一 0， 并 定义 

yD) = (rcostvrsint) (0 < 上 < 2n). (11) 

于 是 7 是 R? 一 {0} 中 的 曲线 (“有 向 1- 单 形 ”)， 因 为 YX(0) 一 X(2r)， 所 以 
ay =0. (112) 

直接 计算 就 知道 

[r=2#0. (113) 


评注 10. 35(b) 及 (e) 的 讨论 说 明 ， 从 (113) 式 能 得 到 两 个 结论 : 

第 一 ，7 在 R: 一 {0} 中 不 是 恰当 微分 ， 因 车 不 然 ，(112) 式 就 必然 使 (113) 式 
为 0 了 . 

第 二 ,7 不 是 R* 一 (0) 中 任何 (6 类 )2- 链 的 边界 ， 因 若 不 然 ， 由 于 是 闭 的 ， 
必然 使 得 积分 (113) 式 为 0 了 . 

10.37 例 令 忆 -本 一 (9) 是 去 掉 原 点 的 三 维 空间 ， 定 义 

_ xzdy 人 dz 十 ydz A dz 十 zdz A id 
5 Ga0 

这 里 已 将 (zi，zs，zs) 换 写成 了 (z，y，z)， 直 接 微分 就 知道 收 =0， 所 以 《是 
R;’ 一 {0} 中 的 闭 2- 形 式 . 
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令 三 是 例 10. 32 中 所 构造 的 ， 在 R' 一 (0) 中 的 2- 链 ; 请 回想 一 下 ,是 R* 
中 单位 球 的 参数 表示 .用 例题 10. 32 的 矩形 D 作为 参数 域 ， 很 容易 算出 


[= J sine dudo = 4x #0. 15) 


像 上 面 的 例题 那样 ， 能 够 推断 《不 是 尺 一 {10} 中 的 恰当 微分 (因为 如 例题 
10. 32 所 证 3 一 0) ， 并 且 虽然 932 二 0， 球 三 也 不 能 是 R 一 (0) 中 任何 (《" 类 )3- 链 
的 边界 . 

下 一 个 结果 在 定理 10. 39 的 证 明 中 将 要 用 到 . 

10.38 定理 设 已 是 及 中 的 丁 开 集 ， fE%'(E),p 是 整数 ,1<p<n, 上 且 


(DN =0 (p<ji<n, rE€E). (116) 
于 是 存在 FE%'(E) 使 得 
(D,F)(x) = frz),(DiF)Cz =0 (p<j<n, x€EE). (117) 
证 把 x 写成 x 二 (x ，x,， 六 )， 这 里 
x (TT) = (Zp tre). 


( 当 p=1 时 ， 缺 x*， 当 p=n 时 ， 缺 关 )， 设 V 是 能 与 菜 个 x 拼 成 (x ，z，， x 
EE 的 一 切 (x'"，zx,)ER? 的 集 . V 是 EE 的 射影 必 为 R* 中 的 凸 开 集 ， 因 为 刁 是 
抽 集 并 且 (116) 式 成 立 ，f(x) 就 与 x* 无关， 因此 存在 以 V 为 定义 域 的 函数 p， 对 
- 切 xEE 合 于 

f(x) = px’ yz) 


如 果 p 二 1, V 是 R! 中 的 开 区 间 ( 可 能 无 界 )， 取 cEV 并 且 定义 
FD = | pd (re 加. 


如 果 >1,， 令 口 是 能 够 对 于 某 个 z， 使 得 (x，zs)EV 的 所 有 x ER? 的 
集 ， 于 是 U 是 R*! 的 凸 开 集 ， 并 且 存 在 函数 a€《'(U)， 它 对 每 个 x EU 合 于 
(x'，a(x'))EV， 换 名 话说 ,a 的 图 像 在 V 中 (习题 29)， 定 义 
Fw = dd (eB. 


不 论 在 哪 种 情况 ，F 满足 (117) 式 . 

(注意 :如果 6<a， 一 般 约定 | 的 意义 是 一 | . 

10.39 定理 设 ECR" 是 凸 开 全 ，k& 志 1，w 是 正中 的 名 (类 大 形式 且 du 一 0， 
那么 巨 中 必 有 一 个 (E 一 1) -形式 1， 合 于 w= 二 级 . 

简单 地 说 ， 凸 集中 的 团 形式 是 恰当 的 
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证 当 p=1,…, n 时 ,用 Y, 表示 由 EE 中 的 , 合 于 以 下 条 件 的 一 切 大 形 式 
忆 构成 的 集 : 属于 《' 类 ， 标 准 表示 


w= 书记 (xz)dri (118) 
中 不 含 dzori，…，dzr,。 换 句 话说 ， 如 果 有 某 个 YE 巨 使 六 (zx) 天 0， 就 
会 IC1，…， 用 . 
现在 对 请 作 归纳 法 


首先 假定 wE Yi 于 是 w= (xz)dzri， 因为 dw=0, 对 于 1<j 生 na，xE 巨 有 
(D,f)(x)=0， 由 定理 10. 38， 存 在 着 一 个 FE%'(E) 使 得 DIF=f 而 对 1<j<<n 
有 DF=0， 因 此 


dF = (DF)(x)dr, = f(x)dr = w. 


现在 取 p1， 并 做 如 下 的 归纳 假定 属于 Y,-1 的 每 个 闭 全 形式 是 EE 中 的 恰 
当 形 式 . 
选 wEY, 使 du 二 0， 据 (118) 式 ， 


DBD) dr Adz = dw = 0. (119) 
| 


考虑 合 于 p<j<<n 的 一 个 固定 的 j。 在 (118) 式 中 出 现 的 每 个 1 在 {1，…，p) 中 .如 
果 1 ，1: 是 两 个 这 样 的 太 指 标 ， 并 且 设 用 了 1:， 那 么 (# 十 1)- 指 标 ( 了 ,与 (1， 
站 就 不 同 ， 所 以 不 能 抵消 ， 而 由 (119) 式 推 知 (118) 中 的 每 个 系数 满足 


(Df)(x)=0 (x€EE,p<i<n). (120) 
现在 在 (118) 式 中 ， 把 含 dr， 的 项 集中 到 一 起 ， 并 把 w 写成 


w=a+ DD f(r)dr, A dr,, (121) 
5 


的 形式 ， 其 中 cEY,-，， 每 个 卫 是 {1，…，z 一 1} 中 的 递增 (K 一 1) -指标 ， 并 且 工 
二 (J。，p)， 据 (120) 式 ， 定理 10. 38 可 以 提供 合 于 


DFi=f', DF'=0 (p<j<n). (122) 


的 函数 F1E'(E). 
令 


B= DF dr, (123) 
加 


而 定义 Y=w 一 (一 1)* 'd8 因为 8 是 (4 一 1) -形式 ， 从 而 
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» 
7=w— DD DF dr, AM dz, 


ft 
=a— > HDF dr, A dri， 
A 

它 显然 在 Y。- ,中 ， 因 为 do 一 0， 中 8 一 0， 所 以 必然 dy 一 0、 因 此 ， 由 归纳 假定 知 
道 ， 在 正中 有 某 个 (4 一 1) -形式 py， 它 使 7 一 dp。 如 果 令 4 一 py 十 (一 1)*'B， 就 得 
到 w=. 

这 就 由 归纳 法 完成 了 证 明 . 

10.40 定理 固定 k，1<h<n, 令 ECR" 是 开 集 ， 其 中 每 个 闭 全 形式 是 恰 
当 的 ， 再 令 是 把 巨 映 满 开 集 UCR" 的 1-16” 映 射 ， 它 的 北 S 又 属于 

那么 U 中 的 每 个 闭 &- 形 式 是 U 中 的 恰当 形式 

注意 ， 由 定理 10. 39， 每 个 凸 开 集 下 满足 本 定理 的 题 设 ， 已 和 U 之 间 的 关系 
可 以 说 成 是 它们 “等 价 . 

于 是 在 与 凸 开 和 全 “等 价 的 任意 集中 ， 每 个 闭 形式 是 恰当 形式 

证 令 o 是 U 中 的 &- 形 式 且 dw 二 0， 由 定理 10.22(c)，wr 是 EE 中 的 人 -形式 
且 d(or)=0. 因此 wr 二 以 , A 是 EE 中 的 (一 1)- 形 式 ， 由 定理 10. 23 及 再 一 次 使 
用 定理 10. 22(c)， 得 到 

w= (or)s = (dh)s = d(4s). 


内 As 是 U 中 的 (4 一 1)- 形 式 ， 所 以 是 U 中 的 恰当 形式 . 

10.41 评注 在 应 用 中 ， 方 格 (看 定义 2.17) 时 常 是 比 单 形 更 方便 的 参数 
域 ， 如 果 我 们 的 全 部 论述 都 基于 方 格 ， 而 不 基于 单 形 的 话 ，Stokes 定理 的 证 明 中 
出 现 的 计算 将 会 简单 些 . (在 Spivak 的 书 中 就 是 这 样 做 的 . ) 我 们 宁愿 要 单 形 的 理 
由 是 ， 有 向 单 形 边界 的 定义 ， 看 来 是 比方 格 边界 的 定义 容易 些 也 自然 些 ，( 见 习 
题 19)， 又 把 集 分 割 成 单 形 ( 称 为 三 角 割 分 ") 在 拓扑 学 中 起 着 重要 作用 ， 而 在 拓 
扑 学 的 某 些 方面 与 微分 形式 之 间 ， 又 存在 着 密切 的 联系 ， 这 些 在 10. 35 段 内 曾 暗 
示 过 ，Singer 及 Thorpe 的 书 对 于 这 个 论题 有 很 好 的 介绍 . 

因为 每 个 方 格 能 被 三 角 剖 分 ， 所 以 可 以 当做 链 ， 在 二 维 的 情形 ， 这 已 在 例 
10. 32 中 做 了 ; 对 于 三 维 的 情况 ， 见 习题 18. 

Poincare 引 理 (定理 10. 39) 有 许多 证 明 的 方法 。 例 如 可 参看 Spivak 书 的 第 94 
页 ， 或 Fleming 书 的 280 页 ， 对 一 些 特殊 情况 的 两 种 简单 证 法 ， 在 习题 24 及 习 
题 27 中 指出 来 了 . 


向 量 分 析 


在 本 章 行将 结束 时 ， 我 们 把 前 面 的 材料 ， 对 R 中 有 关 向 量 分 析 的 定理 ， 作 
一 点 应 用 。 这些 定理 是 关于 微分 形式 定理 的 一 些 特殊 情况 ， 但 又 时 常 是 以 不 同 的 
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术语 来 奥 述 的 ， 所 以 我 们 面 对 的 任务 是 把 一 种 说 法 翻译 成 另外 的 说 法 - 
10.42 向 量 场 令 下 =Pe 十 Fe: 十 Fie 为 开 集 ECR 到 Ri 内 的 连续 映 
射 ， 因 为 正 给 下 的 每 个 点 联系 上 一 个 向 量 ， 所 以 有 时 把 叫做 向 量 场 ， 特 别 在 
物理 中 是 如 此 ， 联 系 着 每 个 这 样 的 P， 有 一 个 1- 形式 
Ar = Fidr+Fdy+ Fsdz (124) 
及 一 个 2- 形 式 
wor = Fidy 人 dz 十 Fadz 人 dz 十 Fidz 人 dy. (125) 


这 里 以 及 本 章 下 余 各 处 ， 都 用 惯用 的 记 法 (r+，y，z) 代 圭 (z!，z:，zs). 
反之 ， 显 然 已 中 的 每 个 1- 形 式 )， 必 定 是 已 中 某 个 向 量 场 正 的 Mr， 并 且 每 
个 2- 形式， 必 是 某 个 正 的 wr， 因此 ,在 R: 中 1- 形式 及 2- 形式 的 研究 ， 就 是 这 
样 与 向 量 场 的 研究 共同 发 展 的 . 
如 果 wuE%'(E) 是 实 函数 ， 那 么 ， 它 的 梯度 
Vu = (Diwe 十 (Da)e: + (Dswes 
是 正中 向 量 场 的 一 个 例子 . 
今 设 F 是 E 中 的 %' 类 的 向 量 场 ， 它 的 旋 度 V X 正 是 用 
VXF=(D,F;— D,F;)e + (D,F,— DF,)e, 
+ (DiF; — D,Fi)e 
定义 的 ,EE 中 的 向 量 场 ， 而 它 的 散 度 Vv ， 下 是 在 E 中 由 
VY*F= D,F, + D:F: + DiF， 
定义 的 实 函 数 . 
这 些 量 有 各 种 物理 解释 至 于 它们 的 细节 ， 介 绍 大 家 去 看 0，D，Kellogg 
的 书 . 
下 面 是 梯度 、 散 度 和 旋 度 之 间 的 某 些 联系 . 
10.43 定理 设 下 是 Rs 中 的 开 集 ，uE%%"(E),，G 是 下 中 %" 类 的 向 量 场 . 
(a) 如 果 下 一 Vu， 那 么 X 下 一 0 
(b) 如 果 正 = XG， 那 么 Q。 下 一 0 
此 外 ， 如 巨 能 色 " 等 价 于 西 集 ， 那 么 (a) 及 (b) 的 北 合 题 也 成 立 ， 其 中 要 假定 
下 是 已 中 的 名 "类 的 向 量 场 : 
(a') 如 果品 X 下 一 0， 那 么 下 是 某 个 zxEE"(E) 的 梯度 : 下 一 Vi 
(b 如 果 V。 玉 一 0， 那么 是 玉 中 某 个 "类 向 量 场 G 的 旋 度 场 : FV XG 
证 ”如果 把 Vu，V XF 及 V。 下 的 定义 与 (124) 式 及 (125) 式 所 给 的 微分 形式 
4r 及 wr 相 比较 ， 就 得 到 下 面 的 四 个 命题 : 
F=Vu 当 且 仅 当 Ar=du, 
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VXF=0 当 且 仅 当 dr =0, 
F=V XG 当 且 仅 当 ar 一 dc， 
Ye 当 且 仅 当 dor 


现在 ， 如 果 下 = Vu， 那 么 jz 一 dx， 所 以 dr 一 中 x=0. (定理 10. 20)， 这 表 
示 Y XF=0. 于 是 (a) 获 证 . 

至 于 (a") ， 题 设 等 于 说 在 已 中 dr 一 0， 据 定理 10.40， 有 某 个 0- 形式， 使 
和 一 dx。 因此 ，F 一 Vx. 

(b) 和 (b') 的 证 明 顺 着 完全 一 样 的 模式 进行 . 

10.44 体积 元 素 人 形式 

dz 人 … 人 dx 

叫做 R* 中 的 体积 元 素 .体积 元 素 时 常 记 作 dV (如 果 希 望 明显 地 指出 维 数 时 ， 就 
记 成 dy,)， 当 中 是 R' 中 的 正 向 & 曲 面 , 而 f 是 四 的 值 域 上 的 连续 函数 时 ， 
便 用 


roar A A da =| fav (126) 
5 


这 个 记号 . 

用 这 个 术语 的 理由 非常 简单 : 设 品 是 R* 中 的 参数 域 ， 如 果 中 是 DD 到 R* 中 
的 1-1% “映射 ， 并 带 有 正 的 函数 行列 式 J。 那么 ， 据 (35) 式 及 定理 10.9，(126) 
式 的 左 端 就 是 


| recoyJecod= | reodr 
特别 当 [= 1 时 ，(126) 式 便 确定 @ 的 体积 ， 我们 在 (36) 式 中 已 经 见 过 它 的 
一 个 特殊 情形 . 
关于 dyV:， 常 用 记号 dA. 
10.45 Green 定理 设 已 是 R: 中 的 开 集 , a€《'(E), BE%'(E), Q 是 EE 
的 闭 子 集 ， 并 且 0 有 10. 31 段 中 所 说 的 正 向 边界 3Q， 那么 
~{ (38_ 9a 
J ,cear +pdy) = [|( 型 - 强 )a. (127) 


证 令 4=adz 十 有 Hy， 于 是 
d= (Dia)dy A dr+ (DBdr A dy 
= (D8— D2a)dA. 


所 以 (127) 式 无 异 于 


ja 
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据 定理 10. 33 ， 上 式 成 立 . 
取 u(z，y) 一 一 y 而 BCz，y) 一 zx，(127) 式 就 变 成 Q 的 面积 


,dy — yd = ACO). (128) 
中 


取 = 一 0，pB=z， 就 得 一 个 类 似 的 公式 ， 例 题 10. 12(b) 含 有 它 的 一 个 特殊 
情况 . 

10.46 Rs 中 的 面积 元 素 今 中 是 R' 中 的 《类 2- 曲面 ,其 参数 域 DCR?. 
给 每 点 (u，v) ED 结合 一 个 向 量 


NG) 一 DD + Ee 十 全 全、 (129) 
(129) 式 中 的 诸 函 数 行列 式 与 方程 
(21912) = lus). (130) 
相对 应 . 


如 果 /是 中 (D) 上 的 连续 函数 ，f 在 中 上 的 面积 分 就 定义 为 
[aa =[receo Nm | dudv, (131) 
特别 当 /三 1 时 就 得 到 中 的 面积 ， 即 
AC®) = | | NOsw 1dxdv (132) 


下 面 的 讨论 ， 说 明 (131) 式 及 其 特殊 情况 (132) 式 是 合理 的 定义 ， 它 又 刻 划 了 
向 量 N 的 几何 特征 . 
设 四 =grei 十 rer 十 gre， 固定 一 点 po 一 C4， w)ED, 令 N=NCpo)， 并 令 


a = (Dg)(p), B= (Dp)(p) (i= 1,2,3). (133) 
然后 让 TEL(R*，R') 是 由 


3 
Tea) = (ou 十 Pu)e， (134) 
所 


给 出 的 线性 变换 .注意 ， 按 照 定义 9. 11，T 一 (po). 
现在 假定 工 的 秩 是 2. (如 果 工 的 秩 是 1 或 9， 那么 N 二 0， 下 面 提 到 的 切 平 
面 就 退化 为 一 条 线 或 一 个 点 了 )， 于 是 仿 射 映射 


us) > Bpo) + Tusv) 


的 值 域 是 一 个 平面 二 ， 叫 做 下 在 po 的 切 平 面 [有 人 爱 把 开 叫 做 在 (pe) 的 切 平 
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面 ， 而 不 说 在 mm 的 切 平面 ; 如 果 更 不 是 一 对 一 的 ， 这 就 要 陷入 困难 了 ]. 
把 (133) 式 用 于 (129) 式 中 ， 就 得 到 


N= (oz 记 一 aaB)e 十 (ap 一 mp)e 十 (am 有一 azp)ei. (135) 
而 (134) 说 明 
3 3 
Ta= Dae Te: = DBe: (136) 
直接 计算 就 得 到 
N*» (Te)=0= NN: (Te,). (137) 


因此 N 垂直 于 了 .所 以 把 它 叫做 惠 在 po 的 法 线 . 

再 据 (135) 式 及 (136) 式 进行 直接 计算 ， 能 证 明 N 的 第 二 个 性 质 ，R? 中 把 
{e，e，e} 变 成 {Te，Te: ，N} 的 线性 变换 的 行列 式 是 | N | ?之 0( 习 题 30). 
于 是 3- 单 形 

[0o,Te ,Te:,N] (138) 


是 正 向 的 . 

下 面 用 到 N 的 第 三 个 性 质 ， 它 是 前 两 性 质 的 推论 ， 上 面 所 提 到 的 以 | N | 
为 值 的 行列 式 ， 是 用 [0，Te,]，[0，Te:]，[0，N 作 校 的 平行 六 面体 的 体积 . 
由 (137)，[0，N 垂 直 于 其 他 两 棱 ， 所 以 ， 以 

0,Te,Te:,TCe +e:) (139) 


为 顶点 的 平行 四 边 形 的 面积 是 | N | 
这 个 平行 四 边 形 是 R* 中 单位 正方 形 在 工 之 下 的 象 ， 如 果 下 是 尺 " 中 的 矩形 ， 
(由 了 的 线性 ) 能 推 知 平行 四 边 形 T(E) 的 面积 是 


ACT(E)) =| NI ACE) = | 1 NOs) | dudw (140) 


我 们 断定 ， 当 中 是 仿 射 映射 时 ，(132) 式 正确 ， 为 了 证 明定 义 (132) 在 一 般 
情况 下 正确 ， 把 DD 分 成 许多 小 矩形 ， 在 每 个 小 矩形 中 取 一 点 (w，wv。)， 并 在 每 个 
矩形 内 用 相应 的 切 平面 代替 .通过 (140) 所 得 到 的 诸 平 行 四 边 形 面积 之 和 ， 就 
是 A(®) 的 一 个 近似 值 ， 最 后 ， 能 够 从 (132) 式 ， 用 阶 跃 函 数 通 近 的 办 法 来 证 
明 (131) 式 的 正确 性 - 

10.47 例 设 0<a<b，a,， 5b 都 是 固定 的 K 是 由 


0S<ti<a, 0<u<2r, OSvS2r 


确定 的 3- 方 格 .方程 


工 一 tcosu 
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y= (0 十 tsinx)cosv 
: (141) 
z= (b+ tsinu)sinv 


描写 的 是 把 R* 映 到 R* 内 的 映射 更 ， 它 在 天 的 内 部 是 1-1 的 ， 因 此 王 (K) 是 个 
实心 环 ， 它 的 函数 行列 式 是 

Js = 2 = 1(6+ 1sinu), 
它 在 K 上 到 正 值 ， 除 非 是 在 面 :0 上 . 如果 在 K 上 将 Js 积分 ， 就 得 到 实心 环 
的 体积 


vol(¥(K)) = 2rza20 


今 考虑 2- 链 二 3 下 ( 看 习题 19), 于 把 K 的 两 个 面 x 一 0 及 4 二 2x 映 满 同 一 
个 柱 面 带 ,但 指向 相反 .于 把 面 v= 二 0 及 v 一 2x 喘 满 同一 个 圆 盘 ， 但 指向 相反 . 
业 把 面 :=0 映 满 一 个 圆 ， 这 加 要 把 0 算 成 2- 链 3 的 一 部 分 . (相应 的 函数 行列 
式 为 0)， 所 以 中 只 不 过 是 当 在 (141) 中 令 :一 a 时 ， 以 正方 域 0<u<2x， 
0<<v<2x 为 参数 域 D， 所 得 到 的 2- 曲 面 . 

按照 (129) 及 (141), 中 在 (u，v) ED 的 法 线 是 向 量 

NGCuvu) = a(b + asinw)n(u,v), 
这 里 
mtuyu) = (cosu)e + (sinucosv)e; + (sinusinv)e,. 
因为 | n(u，wv) | =1， 所 以 得 到 | N(u，v) | = 二 a(b 十 asinu)， 如 果 把 它 在 D 上 
积分 ，(131) 式 就 给 出 了 环 面 的 面积 
A(®) = 4r’ab 

如 果 把 N= 二 NC(u，v) 看 成 是 从 四 (u,v) 指 向 加 (u，v) 十 NCu，v) 的 一 个 有 向 
线段 ， 那 么 N 指向 外 ， 这 就 是 说 ， 从 于 (K) 离 去 ， 当 t==a 时 也 如 此 ， 因 为 J 
>0. 

例如 ， 取 =v 一 于, ! 二 a， 这 给 出 < 在乎 (K) 上 的 最 大 值 ， 而 对 于 这 样 选 取 
的 (uw，v)，N= 二 a(b 十 a)es 指向 上 方 . 

10.48 。R' 中 工 形式 的 积分 令 7 是 开 集 ECR 中 的 “曲线 ， 其 参数 闭 区 
间 为 [0，1]， 就 如 10. 42 中 那样 ，F 是 EE 中 的 向 量 场 ， 再 按 (124) 式 定义 AF。 Xe 
在 y 上 的 积分 能 按 确 定 的 方式 写 出 我 们 现在 就 来 描述 这 种 方式 . 

对 于 任何 xE[0，1]， 

NG) 一 Xe 十 太 (a)e 十 六 (zes 
叫做 7 在 4 的 切 向 量 .定义 一 ta) 为 Y(w) 方 向 上 的 单位 向 量 ， 于 是 
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YW 一 | 70 | tw. 


[如 果 对 某 个 w，Y (zx) 二 0， 则 令 tCw) 一“ ;选用 其 他 的 也 可 以 ]， 据 (35) 式 ， 
| =- by XARA 
= | Foe) wy Cnt 
= [FOG ro Ly G0 | du. (142) 


定理 6. 27 使 得 有 理由 把 | Y (wu) | du 叫做 沿 着 7 的 弧 长 元 素 ， 习 惯 上 把 它 记 
作 ds， 而 (142) 式 也 就 写成 


ha a [rr ou (143) 
7 


的 形式 . 

因为 + 是 7 的 单位 切 向 量 ，F* + 叫做 沿 着 7 的 切线 分 量 . 

(143) 式 的 右 端 应 该 当 作 (142) 式 最 后 一 个 积分 的 缩写 .关键 是 下 在 7 的 值 域 
上 定义 ,但 + 在 [0，1] 上 定义 ; 所 以 下 "上 必须 做 适当 的 解释 ， 当然， 当 y 是 1-1 
的 时 候 ，t(w) 能 换 成 !(YCx))， 而 这 种 困难 也 就 不 出 现 了 . 

10.49 有 R 中 2- 形式 的 积分 设 中 是 开 集 ECR? 中 的 如 ' 类 2- 曲面 ， 其 参数 
域 DCR*. FF 为 E 中 的 向 量 场 ， 并 由 (125) 式 定义 wr， 像 在 上 一 段 中 那样 ， 我 们 
要 给 wr 在 史上 的 积分 男 找 一 个 表示 法 . 

由 (35) 式 及 (129) 式 . 


= Fidy A dst Fade A dr+ Fadr A dy) 
i 


9(z,7) 
a9(u,v) 


要 a@) 02 2 
sa @) BD 十 (FE 。 ©) 
+ (F,。 ®) 39) | qudv 
ao 
= | .Feceo) « Nsw) dudo, 
x 


今 令 n==n(u，v) 是 NC(u， 方向 上 的 单位 向 量 . [如 果 对 于 某 个 (u,v) ED 
有 N(u, vv) 二 0, 取 n(lu，v) 一 e1]. 于 是 N= | N | n， 因此 上 边 最 后 这 个 积分 


变 成 


FCB) ne | NGesw) | dudv. 
2 
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据 (131) 式 ， 我 们 最 后 能 把 它 写 成 
[or = | ,Fe maa (144) 


的 形式 .， 至于， n 的 意义 ，10. 48 段 之 末 的 评注 在 这 里 依然 适用 . 
现在 我 们 能 够 叙述 Stokes 定理 的 最 原始 的 形式 了 . 
10. 50 ”Stokes 公式 ” 设 下 是 开 集 ECR? 中 的 必 "类 向 量 场 , 四 是 下 中 的 
类 2- 曲面 ， 那 么 


| (vxp ndA=| (Fe Dds. (145) 
。 吕 


证 令 H=VXF， 那么 ， 像 定理 10. 43 的 证 明 中 那样 ， 得 到 


wn 一 dhr- (146) 
内 此 ， 


| Xx F) .ndA= |. .mdA = | 


=| .0 = = re as 


这 里 先 用 了 如 的 定义 ， 青 用 到 (144) 式 ， 其 中 的 正 换 作 互 ， 再 用 (146) 式 ， 然 后 
一 一 主要 的 一 步 一 一 用 定理 10. 33， 最 后 用 到 按照 明显 的 方式 从 曲线 推广 到 1- 链 
的 (143) 式 . 

10.51 散 度 定理 设 下 是 开 集 已 CR: 中 的 多 "类 向 重 场 ， 旧 是 已 的 带 有 正 
向 边界 90( 见 10. 31 段 ) 的 闭 子 集 ， 那 么 


| csPav=| CF .mdA。 (147) 
x pp 


证 由 (125) 式 
dwr = (V» Fdr A dy A dz = (V* FdV. 
因此 ， 根 据 定理 10. 33， 把 它 用 于 2- 形 式 wr， 再 根据 (144) 式 得 到 


[ee pav = der =|.or = | Fe dh. 
习题 
1 设 月 是 R* 中 的 紧 目 集 且 其 内 部 不 空 ，AE %(H)， 在 有 H 的 余 集中 令 
7 Co) 一 0, 按 定义 10.3 定义 | ,7 
证 明 | ,7 与 其 中 个 积分 的 施行 次 序 无 关 . 
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提示 : 像 在 例题 10. 4 中 那样 ， 将 用 R* 上 的 连续 函数 来 逼近 ， 要 这 些 连续 
函数 的 支 集 在 H 内 . 


2， 没 gE CR') 的 支 集 在 (2 '，2! 5 内 ,| = 1 = 1,2,3,… 令 


a 
那么 /在 R* 上 有 紧 支 集 ， 除 了 在 (0，0) 以 外 ，/ 连续 并 且 
Jay pe a] 而 | dz| rczr,ydy =1. 


注意 ，/ 在 (0，0) 的 每 个 邻 域 无 界 . 
3，(a) 设 下 是 定理 10.7 所 说 的 , 令 A=F (0)，Fi(x) 二 A :FCz)， 那么 到 
(0) =1， 试 证 在 0 的 某 邻 域内 ， 对 某 些 本 原 映射 G ，…，G. 


F(x) = G。。G。，。…。Gi(x). 
这 可 以 产生 定理 10. 7 的 另 一 种 叙述 法 : 
F(x) = F (0)G, «G1 * + G(x). 
(b) 证 明 把 R* 映 满 R* 的 映射 (z，>) 一 (>，z)， 在 原点 的 任何 邻 域内 不 能 是 
任何 两 个 本 原 映 射 的 复合 .〈 这 说 明 这 些 对 换 B, 不 能 从 定理 10.7 的 叙述 中 略 


小 ): 
4. 对 于 (xz，y)ER*， 定 义 
F(x,y) = (ercosy— le’ siny). 
试 证 F=G,。G,， 这 里 
Gi(z,y) = (ercosy 一 1,y) 
Ga(uu) = (Cuy(1 十 ztanv) 
在 (0，0) 的 某 邻 域内 是 本 原 映射 . 
计算 G,，G:，E 在 (0，0) 的 函数 行列 式 ， 定 义 
有 (zy) = (Crversiny) 
而 求 
Hi(usv) = (husv) sv) 
使 得 在 (0，0) 的 某 邻 域内 F, 二 H,。H:. 
5. 设 K 是 任意 度量 空间 的 紧 子 集 ， 令 述 并 证 明 与 定理 10. 8 类 似 的 定理 (把 


定理 10. 8 的 证 明 中 出 现 的 函数 wm 换 成 第 4 章 习题 22 中 所 构造 的 那 种 函数 ) 
6、 证 明定 理 10. 8 中 的 函数 少 能 被 换 成 可 微 的 ， 甚 至 是 无 穷 次 可 徽 的 ， 借 
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以 加 强 定理 10. 8 的 结论 . 〈 在 构造 辅助 函数 p; 时 用 第 8 章 习题 1). 

7. (a) 证 明 单 形 Q 是 R* 的 含有 0，e …，e 的 最 小 凸 子 集 . 

(b) 证 明 仿 射 映 射 把 凸 集 变 为 凸 集 . 

8. 设 妃 是 R: 中 以 (1，1)，(3，2)，(4，5)，(2，4) 为 顶点 的 平行 四 边 形 . 
求 把 (0，0) 变 为 (1，1)，(1，0) 变 为 (3，2)，(0，1) 变 为 (2，4) 的 仿 射 安 换 了 . 
证 明 Jr=5. 用 全 把 积分 


he vdzdy 


变 成 挛 上 的 积分 以 求 a- 
9， 在 矩形 


上 用 方程 

工 = recosg， y= rsing 
定义 (z，y)=T(r，0). 证 明 了 把 这 个 矩形 映 满 以 (0，0) 为 中 心 ， 以 e 为 半径 的 
闭 贺 盘 D，T 在 矩形 内 部 是 1-1 的 ，Jr(Cr，6) =r 如 果 JE8%(D)， 证 明 在 极 坐 
标 下 积分 的 公式 是 : 


redzdy = fx T(r,b))rdrdg， 


提示 : 设 Du 为 也 的 内 部 减 去 从 (0，0) 到 (0，a) 这 段 闭 区 间 . 就 这 样 情形 ， 
定理 10.9 便 能 用 于 支 集 在 D。 内 的 连续 函数 /， 再 像 例题 10. 4 那样 把 这 个 限制 
去 掉 ， 

10. 在 习题 9 中 令 ce-~co， 证 明 : 对 于 | z| 十 | y | 一 co 时 下 降 得 足够 快 的 
连续 函数 / 来 说 ， 


[feedzdy = [ere rarde, 


(做 出 更 精确 的 阐述 . ) 把 这 个 公式 用 于 函 雪 
J(zy) = exp(— x: —y) 
以 导出 第 8 章 的 公式 (101). 
11， 在 带 形 区 域 
0<s<%, 0<it<l1 
上 ， 令 4=s 一 tt， v 一 红 来 定义 (u，v) 二 T(s， 四， 证 明了 是 把 这 带 形 区 域 映 满 


R? 中 正 象 限 ( 即 v 之 0，v 之 0)Q 的 1-1 映射 . 证 明 Jr(s, 二 s 
对 于 z>0，y>>0, 在 Q 上 积分 
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i 
用 定理 10. 9 把 这 个 积分 变 成 带 形 区 域 上 的 积分 ， 再 按 这 种 方法 导出 第 8 章 的 公 
式 (96) 来 . 

(为 了 这 里 的 应 用 ， 必 须 把 定理 10. 9 推广 到 能 包括 某 些 广义 积分 ， 请 读者 先 
做 这 项 推广 ). 

12. 令 下 是 一 切合 于 0 和 us1G=1，…， 有 的 w==(w，…， wu) ER 的 集 ; 
QQ 是 合 于 Xx; 之 0，Zzx; 人 1 的 一 切 x 一 (z，…，m)ER 的 集 . (1* 是 单位 立方 
体 ; Q 是 R* 中 的 标准 单 形 )。 用 


TI 三 


za 一 (1 一 如)uz 


1 一 由)…(1 一 wz 
定义 x=T(u). 证 明 
4 4 
Dz=1- TQ-u). 
各 加 
证 明 荆 把 1* 映 满 Q*，T 存 1* 内 部 是 1-1 的 ， 它 的 逆 S 定 义 在 Q* 内 部 ， 而 
由 同一 Zi 及 


I 


Ms 
I—z— zs 


(i 二 2，…， 上) 确定 .证 明 
Jr(a) = (1—w)" (low) — wi), 


及 Js(t)=[(1—z)(—z zn oT). 
13， 设 rn，…， rs 为 非 负 整数 ， 证 明 


nlen! 


| 


提示 : 用 习题 12， 定 理 10.9 及 8. 20. 

注意 ， 特 殊 情况 一 … 二 7 二 0 表示 Q& 的 体积 是 1/k!. 

14. 证 明 公 式 (46). 

15, 设 外 及 4 分 别 为 -形式 及 m- 形 式 . 证明 
whA= (~ DAA ow. 


16. 设 k 二 ?2, co 二 [p。，p;，*…psj] 是 有 向 仿 射 单 形 ， 直 接 从 边界 算 子 3 的 
定义 证 明 3s 二 0， 由 此 推 证 对 每 个 链 更 必然 * 业 王 0. 
提示 : 首先 对 上 二 2, & 一 3 定向， 一 般 来 说 ， 如 果 i<j， 令 05 为 从 o 中 删 去 
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p, 及 忆 所 得 的 (4 一 2)- 单 形 ， 证 明 每 个 在 ?zc 中 出 现 两 次 ， 且 符号 相反 . 
17. 令 了 下 =m 十 mm， 这 里 


n= [0,e0e@ +e], tr = 一 [0,e:ve: 十 e]. 


一 明 为 什么 把 天 叫做 R* 中 的 正 向 单位 正方 形 是 合理 的 证明 3 几 是 四 个 仿 射 
1- 单 形 的 和 ， 找 出 这 些 1- 单 形 来 。 9Cr 一 rs ) 是 什么 ? 
18. 考虑 尺 中 的 有 向 仿 射 3- 单 形 


a 一 [0eve 二 eve 十 ea 十 e] 


证 明 o, ( 当 作 线 性 变换 ) 的 行列 式 是 1， 于 是 m, 是 正 向 的 . 
令 m，…，m 是 如 下 得 到 的 五 个 另外 的 有 向 3- 单 形 : 除去 (1，2，3) 以 外 1， 
2，3 还 有 五 种 不 同 的 排列 (i ，i，i3)， 每 个 (i ，i;， 二 ) 联 系 一 个 单 形 


si vissiy) [Osen en + ervent estes], 


这 里 ;是 在 行列 式 定义 里 出 现 的 符号 (这 就 是 在 习题 17 中 怎样 从 r, 得 到 r* 的 ). 

证 明 cx ，…， ws 是 正 向 的 

令 丰 一 om 十 … 十 om， 那么 可 以 把 玉 叫 做 RR 中 的 正 向 单位 立方 体 . 

证 明 9J? 是 12 个 有 向 仿 射 2- 单 形 之 和 (这 些 是 覆盖 单位 立方 体 了 曲面 的 12 
个 三 角形 ). 

证 明 x*=(zi，z ，z) 在 o, 的 值 域 中 当 且 仅 当 0<xs<<z,<< 志 1. 

证 明 o,，…，os 的 值 域内 部 不 交 ， 而 它们 的 并 能 够 覆盖 信 .( 与 习题 13 比 
较 ; 注意 3! 一 6). 

19. 令 太 及 卢 的 定义 如 习题 17 及 18 中 那样 。 定义 


Bu (ayv) = (0,uv), Buu'v= (1,u,v), 


Bo(uyu) = (u,0,0), Bizuv = (ul1,v), 


Bu(uvu) = (usv,0), Biauv = (uv,1). 


这 些 都 是 仿 射 映射 ， 并 把 R? 映 入 及 内 . 
令 有 =B,(J)， 其 中 r=0，1，i=1，2，3， 每 个 ,是 一 个 仿 射 有 向 2- 链 
(看 10. 30 段 )， 试 证 
9 太一 pO 
与 习题 18 一 致 
20。 说明 公 式 


[fa = tJ apAs 
成 立 的 条 件 ， 并 证 明 它 推广 了 分 部 积分 公式 . 
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提示 : d(fw) 一 (df 人 wt+fdw. 
21. 像 在 例题 10. 36 中 那样 ， 考 虑 R* 一 10} 中 的 1- 形 式 


_ xzdy 一 ydz 
和 


(a) 施 行 导出 (113) 式 的 计算 ， 并 证 明 dy 一 0. 
(b) 令 7(D) = (rcost，rsint)，r 是 某 个 大 于 0 的 数 ， 又 令 全 是 在 R* 一 {0} 中 
的 ， 以 [0，2x] 为 参数 域 并 且 使 T(0) 一 T(2x) 的 “曲线 ， 又 使 团 区 间 [r(z) ，T 
(1)] 对 任何 +E [0，2z] 不 包含 0 证明 
= zx 
提示 : 对 于 0<i<2x,，0<u<1， 定义 
和 (ta) = (1 — wT + ult). 


于 是 中 的 R* 一 (0) 中 的 2- 曲面 ， 它 的 参数 域 是 上 面 指 出 的 矩形 ， 由 于 抵消 ( 像 例 
题 10. 32 中 那样 )， 


3@ = 工 一 7 
因 dy 二 0， 用 Stokes 定理 推出 
Jo- 他 


(ec) 取 F(t)= (acost，bsint)， 其 中 正 数 a， 是 固定 的 .用 (b) 条 证 明 


2 wb MB 
| Pir TE TT i 
(d) 证 明 在 z 天 0 的 任意 凸 开 集 中 
秆 二 dfaretan 2), 
而 在 y 取 0 的 任意 凸 开 集中 
= de 一 
ks df arctan 3 ). 


阐明 为 什么 虽然 7 在 R' 一 {0) 中 不 是 恰当 的 ， 但 这 还 能 说 明 记号 7 一 d9 是 合 


理 的 . 
(e) 证 明 (b) 能 由 (d) 导 出 . 
(人 D 设 是 Re 一 {0} 中 的 任意 用 “曲线, 证明 
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1 到 
去 |.7 = Ind(T). 


(曲线 的 指标 的 定义 见 第 8 章 习 题 23). 
22， 像 在 例题 10. 37 中 那样 ， 在 R' 一 {0)} 中 用 


zdy 人 dz 十 ydz 人 dz 十 zdz 人 dy 
4 


¢= 
来 定义 8， 这 里 + 二 (zx? 十 十 zz)+， 设 DD 为 矩形 域 0<u<x，0v<2x， 又 令 习 
是 R' 中 以 DD 为 参数 域 的 2- 曲 面 . 
z= sinucosv, y= sinusinv, z= cosu. 
(a) 证 明 在 R' 一 {0} 中 dy 二 0. 
(b) 令 参数 域 为 ECD， 那 么 曲面 S 只 是 三 的 一 部 分 ， 叫做 的 约束 证明 
fs = J sududv = ACS), 


像 10. 43 段 那样 ， 这 里 的 A 指 的 是 面积 ， 注 意 ， 这 就 把 (115) 式 作为 特殊 情况 包 
含 了 进来 . 

(中 设 g，h，ha，hs 是 [0O，1] 上 的 %” 函 数 ，g>0, 令 (x，y，*)=@(s, 
是 以 了 为 参数 域 而 由 


r= gDh(s), y= gDh(s), z= g(t)hs(s). 
定义 的 2- 曲 面 中。 直接 从 (35) 式 证 明 


[ee 


注意 ， 旬 的 值 域 的 形状 : 对 固定 的 s，@(s，4) 历 经 通过 0 的 某 直线 上 的 一 个 
开 区 间 . 因此 的 值 域 在 以 原点 为 顶点 的 一 个 “ 锥 ”上 . 

(d) 令 下 为 D 中 的 闭 矩 形 ， 它 的 边 与 万 的 边 平行 假定 fE%"(D)， 人 这 0. 令 
0 是 以 下 为 参数 域 ， 而 由 


DGusu) = fusv) (u,v) 
确定 的 二 曲面 ， 像 在 (b) 中 那样 定义 S， 证 明 


全 = [# = ACS). 


( 因 S 是 到 单位 球 内 的“ 径 向 身影"， 这 从 结果 来 看 ， 把 | 叫做 的 信 域 在 原 


点 所 对 的 “立体 角 "是 合理 的 . ) 
提示 : 考虑 由 
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Yiuv) = [1 一 上 十 太 (uo)]ZCGuyo) 
定 出 的 3- 曲 面 玩 ， 这 里 的 (w，v)EE，0<t<1。 对 于 固定 的 v， 上 映射 
(ba > Wt) 


是 2- 曲 面 中 ，(c) 可 以 用 于 下， 这 样 来 证 明 | .5 0.4 固定 时 也 是 这 样 由 (a) 及 
Stokes 定理 


pe 
(e) 如 习题 21， 取 
1 一 下 竺 将 ， 
令 4= 一 (z/r)np 于 是 和 是 开 集 VCR: 中 的 1- 形式 ，V 中 对 十 多 >0， 证明 
= 


借以 证 明 在 V 中 是 恰当 的 . 
(全 不 要 用 (ec) ， 从 (e) 导 出 (d). 
提示 : 首先 假定 在 下 上 0<u<x. 由 (e) 


把 = 人 a 


用 习题 21(d)， 并 注意 z/r 在 2(u，v) 与 Q(x，v) 上 相同 ， 以 证 明 的 这 两 个 积 
分 相等 . 
〈g) 是 否 在 过 原点 的 每 条 直线 的 余 集 中 《都 是 恰当 的 ? 
23， 固 定 n， 对 1<h<n 定 义 rs= 二 (十 … 十 2)t， 令 EE 是 使 一 0 的 一 切 
xE R" 的 集 ， 又 令 w 是 Es 中 由 
ws 一 Cr) ‘FC Drindn A A dre A drm 人 … A dz 


台 
确定 的 (一 1)- 形 式 . 
注意 ， 按 习题 21 及 习题 22 的 名 词 来 说 ，w 二 7，ws 二 5。 再 注意 


ECEC.CE,=R"— {0). 


(a) 证 明 在 E 中 dw 二 0. 
(b) 对 于 k= 二 2，…，n， 证 明 


ws = dfiwm) = (dfi) A ws 
然后 借 此 证 明 un 在 BE,-, 中 是 恰当 的 ， 这 里 的 万 (2 一 (一 D) "gs(ze/m) 而 
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gD 一 『 Qnds (1<1<D. 
| 


提示 : fi 满足 微分 方程 


x* (Vf)(r) =0 


(CI 


Dif) x) = 人 


(Ow, 在 EE, 中 是 否 为 恰当 的 . 

(d) 注 意 ，(b) 是 习题 22(e) 的 推广 ， 试 把 习题 21 及 习题 22 中 一 些 其 他 的 论 
断 推广 到 w,，n 是 任意 的 . 

24. 令 w= Yoi(x)dr, 是 凸 开 集 下 CR" 中 的 &" 类 1 -形式 .假设 do=0， 而 按 
照 下 面 的 提纲 证 明 w 在 三 中 是 恰当 的 : 

固定 PE E， 定 义 


f(x) = | (x€E), 
把 Stokes 定理 用 于 EE 中 的 仿 射 -有 向 2- 单 形 [p，x，y]. 对 于 xE€E，yE€EE 导 出 
fD f(x) = Do = at Det yd 
i 


因 之 (Df)(x)=a,(x). 
25， 假 定 是 开 集 ECR" 中 的 ， 能 使 EE 中 的 每 个 闭 曲 线 7 合 于 


Jj。=0 

的 名 “类 的 1- 形式 ， 模 仿 习题 24 中 草拟 的 部 分 论证 ， 来 证 明 在 E 内 恰当 . 

26. 假定 w 是 R: 一 {0} 中 的 &' 类 1- 形式 且 dw 二 0. 证 明 w 在 尺 一 (外 中 是 恰 
当 的 . 

提示 : R' 一 {0} 中 的 每 个 闭 连续 可 微 曲 线 是 RY 一 {0} 的 某 个 2- 曲 面 的 边界 ， 
应 用 Stokes 定理 及 习题 25. 

27. 令 下 是 Rs 中 的 开 3- 方 格 ， 它 的 楼 与 坐标 轴 平 行 。 设 (a, 6b，c)EE， 而 
对 i=1, 2, 3, f.E€%'(E), 


w= fidy A dz+ fidz A dr+ fsdr A dy, 
并 假定 在 EE 中 do 一 0 定义 
41= gdrti gdy, 
这 里 当 (z，y，z) EE 时 ， 
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gr = fatrsy0ds— hf dr, 
总 经 汉语 一 eaod 


证 明 在 E 中 dA 二 w. 
计算 当 w=8 时 的 这 些 积分 值 ， 因 而 求 出 习题 22(e) 中 出 现 的 形式 4. 
定 b>a>0， 对 a 三 r<b，09<2r 定义 


P(r,0) = (rcosbg,rsing). 


(中 的 值 域 是 R* 中 的 圆 环 . ) 令 w=x*dy， 计算 


| .ua 


来 验证 它们 相等 . 

29. 证明 存在 函数 a。， 它 有 定理 10. 38 证 明 中 用 到 的 那些 性 质 ， 并 证 明 所 得 
函数 下 是 "类 的 (如 果 巨 是 开 方 格 或 开 球 ， 这 些 论断 就 都 是 无 关 紧要 的 了 ， 因 
为 a 可取 作 常数 ， 参 考 定理 9. 42. ) 

30， 设 N 是 由 (135) 式 给 出 的 向 量 ， 证 明 


fa 8 oz 一 ai 
< 记 oa- 


3 Bap ah 
再 验证 方程 (137). 
31. 令 ECR: 是 开 集 ， 假 定 5E8"(E)，hE8"(E)， 并 考虑 向 量 场 
F = gvh. 
(a) 证 明 


VeF=gVih+ (Vg). (Vh), 


这 里 7 = ，(Vh) 二 .92h/ ax; 是 六 的 所 谓 “Laplace 算 子 ” 
(b) 如 果 Q 是 的 团子 集 且 有 正 向 边界 39( 如 定理 10. 51) 证 明 


J Leviht (ve) VA)JdV = [8 aa. 
这 里 (按照 习惯 ) 我 们 已 经 把 (Ah) 。n 写成 了 总. (如 此 ，3h/ an 是 h 在 30 的 外 
法 线 方向 的 方向 导数 ， 即 所 谓 h 的 法 向 导数 )， 将 g 与 h 的 位 置 互 换 得 到 式 子 ， 


| lavigt wh). ‘vojav=| h 2gdA 
a a qn 
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再 从 第 一 式 中 减 去 它 ， 得 


|evin—avipav = | ( Eh 2)dA. 


Ban "an 
这 两 个 公式 通常 叫做 Green 恒等式 . 
(中 假定 A 在 E 中 是 调和 的 ， 这 指 的 是 Y *h=0， 取 5 一 1 便 推 知 
ha 
,aA =0. 


取 g 二 h， 便 推 知 : 在 30 上 h=0 时， 在 0 内 就 也 h 二 0. 
(d) 证 明 Green 恒等式 在 R* 中 也 成 立 . 
32， 园 定 3,，0<6<1. 令 DD 是 合 于 0<9<x， 一 8<t<6 的 一 切 (9, 1) ER 的 
集 ， 又 令 ® 是 R' 中 以 DD 为 参数 域 ,而 由 
I= (1—ising)cos20 
y= (1— tsing)sin20 
z= tcosb 


给 出 的 2- 曲 面 ,这 里 (Zz,y,z) 二 (0,:)， 注 意 (x， = 二 四 (0， 一 !)， 而 在 DD 的 其 
余部 分 上 ，@ 是 1-1 的 

中 的 值 域 M=@(D) 是 著名 的 M6bius 带 ， 它 是 不 可 定向 曲面 的 最 简单 的 
例子 . 

证 明 下 面 所 述 各 种 论断 : 置 pi 二 (0, 一 86), ps 一 (x, 一 6), ps 一 (x, 6)， 
p=(0, 6) ,ps 二 Pi 设 7 二 [pi pit1j, i= 二 1,，*…，4, 而 T= 二 @。7. 于 是 

a@=m+r 二 rn 二 Te 
邻 a=(1, 0， 一 6), b=(1,，0, 6)， 那么 
Bp) = Bp3) =a, Plp:) = bp) =b, 


而 3@ 可 描述 如 下 : 

从 a 到 b 螺旋 上 升 ; 它 在 (+，y)- 平 面 上 的 射影 绕 原点 十 1 轿 ( 参 看 第 8 章 
习题 23). 

rT:=[b, a] 

Ts 从 a 到 b 螺旋 上 升 , 它 在 (zx，y)- 平 面 上 的 射影 绕 原 点 一 1 圈 

T=[b, a] 

因此 ，3@=T 二 :十 2 

如 果 我 们 从 a 沿 Pi 到 b， 再 继续 沿 M 的 “边缘 ”前 进 最 后 回 到 a 处 ， 所 描 出 
的 曲线 是 

T=D—T. 
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这 曲线 又 可 在 参数 区 间 [0，2x] 上 用 方程 


工 一 (1 十 6sing)cos20 
3 一 (1 十 sing)sin20 
工 二 一 6cosb 


来 表示 . 
应 当 强调 T 夭 3@: 令 7 是 习题 21 及 22 中 所 讨论 的 1- 形 式 ， 因 dy 一 0， 
Stokes 定理 说 明 
J.7= 0. 


然而 ,尽管 全 是 MM 的 “几何 "边界 ， 却 有 


= hx. 
jr- 


为 了 避 开 这 种 混乱 的 可 能 来 源 ，Stokes 公式 (定理 10. 50) 每 只 对 于 可 定向 曲 
面 中 来 叙述 . 
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本 章 目的 是 讲 Lebesgue 的 测度 和 积分 理论 的 基本 概念 ， 在 相当 广泛 的 条 件 
下 证 明 某 些 关 键 的 定理 ， 务 使 发 展 的 主要 线索 不 致 被 大 量 的 相对 说 来 无 关 紧 要 的 
细节 所 掩盖 .所 以 只 有 若干 情形 作 了 简略 的 证 明 ， 而 有 些 容易 的 命题 则 述 而 不 
证 ， 然而， 凡是 熟悉 前 几 章 中 所 用 的 证 明 技巧 的 读者 ,肯定 不 难 把 略 去 的 步骤 
补 上 . 

Lebesgue 积分 的 理论 可 以 从 几 种 不 同 途径 展开 .这 里 只 讨论 其 中 之 一 ， 关 
于 另外 的 方法 ， 我 们 推荐 一 些 积分 论 的 专著 ， 列 在 后 面 的 书目 中 . 


集 函 数 


如 果 A 与 B 是 任意 两 集 ， 我 们 把 满足 7€E A，zx&B 的 一 切 z 之 集 记 为 
有 A 一 B. 这 个 记号 并 不 意味 着 BCA， 我 们 用 0 表示 空 集 ， 如 果 A 门 B 二 0， 就 说 A 
与 B 不 相交 . 

11.1 定义 设 员 是 由 集 构成 的 一 个 类 ， 并 且 由 AE 负 ，BE 久 能 推出 


AUBER, A—BEMN (1) 


就 称 负 是 环 . 
由 于 ANB=A 一 (A 一 B)， 所 以 当 负 的 环 时 ， 必 然 有 A 门 BE 多 
如 果 一 旦 A, En 二 1，2，3，…， 就 有 


UA.€m, (2) 
负 便 叫做 o- 环 . 
由 于 所 A, = Ai 一 局 Ai 一 A,) ， 因 而 如 果 多 是 c- 环 ， 必 然 站 A. € 外 . 


11.2 定义 如 果 $ 能 给 每 个 AE 弛 指派 扩大 实数 系 内 的 一 个 数 凡 A) ， 便 说 
$ 是 定义 在 多 上 的 集 函 数 ， 如 果 能 从 A 门 B=0 得 出 


$AU B) = $(A)+$(B), (3) 
$ 便 是 可 加 的 。 如 果 能 从 A, 介 A 一 0(i 才 站 得 出 


$VU A)= THA). (4) 


多 便 是 可 数 可 加 的 . 

以 下 一 概 假定 上 的 值 域 不 能 同时 包含 十 cc 及 一 =; 因为 这 会 使 (3) 的 右 端 变 
得 无 意义 ， 此外， 我 们 还 排除 只 以 十 中 或 一 为 值 的 集 函 数 . 

有 趣 的 是 ，(4) 的 左 端 与 A, 的 排列 次 序 无 关 . 因此 ， 重 排 定理 表明 ，(4) 的 
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右 端 只 要 收敛 就 绝对 收敛 ; 如 果 不 收敛， 那么 它 的 部 分 和 就 趋 于 十 co 或 一 
如 果 #$ 是 可 加 的 ， 下 列 性 质 容易 验证 : 


$(0) = 0. (5) 
如 果 风 当 ij 时 ，A; 门 A 一 0， 必 然 

$A UU A,) = $(A1) + 二 $A.). (6) 

$CA1 U A:) 十 WA MN As) = $A1) + $As). (7) 


如 果 对 于 一 切 A，#$(A) 宇 0， 并 且 AICA:， 那 么 
$(A1) < $As). (8) 


由 于 (8)， 非 负 的 可 加 集 函 数 常常 称 为 单调 的 . 
如 果 BCA 且 | $B) | 二 二 cc， 那么 


$(A—B) = $(A) —$(B). (9) 


11.3 定理 假定 $ 在 环 贸 上 可 数 可 加 ， 并 且 A.E9，(n 一 1，2，3，…)， 
ACA:C"CA,C…，AE, 而 


A=UA, 
那么 ， 当 mco 时 ， 
$(A.) — $(A). 
证 置 B=A，B.=A, 一 An 一 2，3，…， 那么 ， 当 i 关 j 时， 


BNB,=0.A,=B1U…UB,, 且 A=UB,， 所 以 


#(A.) = DB), 
各 


于 是 
#(A) = DHB). 
Lebesgue 测度 的 建立 
11.4 定义 令 R* 表示 zp 维 欧 氏 空间 ，R? 中 的 区 间 指 的 是 满足 
a 人 eb (=1,.,p) (10) 


的 点 工 =(zi，*…，ZX) 的 集 ; 或 是 把 (10) 内 任何 或 全 部 符号 三 改 为 < 所 划 定 的 点 
集 ， 对 于 任何 i 不 排除 a; 一 b; 的 可 能 .尤其 是 ， 空 集 也 在 区 间 之 列 - 
若 A 是 有 限 个 区 间 的 并 ， 便 称 A 为 初等 集 - 
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如 果 了 是 区 间 ， 不 论 (10) 中 的 那些 不 等 式 包括 或 不 包括 等 号 ， 都 定义 
m(D = [0. 


如 果 A 二 LU…UIT,， 并 且 这 些 区 间 两 两 不 相交 ， 我 们 便 令 
m(A) = m(D) + +m(l). \@ 


我 们 用 《表示 R? 的 所 有 初等 子 集 的 类 . 


在 这 里 需要 验证 下 列 性 质 : 

8 是 环 ， 但 不 是 " - 环 - (12) 

如 果 AE 8， 那么 A 必 是 有 限 个 不 相交 的 区 间 的 并 . (13) 

如 果 AEE，m(A) 便 由 (11) 完 全 确定 ; 即 是 A 分 解 为 两 种 不 同 的 互 不 相交 的 
区 间 的 并 时 ， 用 这 两 种 分 解 从 (11) 得 出 相同 的 数值 m(A). (14) 

姓 在 6 上 可 加 . (15) 


当 p 二 1，2，3 时 ，mm 分 别 是 长 度 ， 面积 和 体积 . 
11.5 定义 设 $ 是 在 6 上 定义 的 非 负 可 加 的 集 函 数 。 如 果 对 于 每 个 AEE 
和 e>0， 存 在 着 闭 集 FE 6 和 开 集 CE 6， 满 足 FCACG,， 并 且 


$G)—e SHA) SIF) +e, (16) 


便 称 多 是 正规 的 

11.6 例 

(a) 集 函数 mm 是 正规 的 . 

如 果 A 是 一 个 区 间 ， 那 么 它 显然 满足 定义 11. 5 的 要 求 . 一 般 情形 可 由 (13) 
导出 。 

(b) 取 R* 一 R' ， 并 且 令 a 是 对 一 切实 x 有 定义 的 单调 增 函 数 ， 置 


Ap([a,b)) =a(b —) 一 zx(a 一 )， 
pC[a,b]) =a(b +) 一 aa 一 )， 
pCasb]) =a(b+) 一 ax(a 十 )， 
(a,b)) =a(b —) 一 aCa 十 )。 
这 里 [a，b) 是 集 a 三 x 二 b， 等 等 。 由 于 a 可 能 间断 ， 区 分 这 些 情况 是 必要 的 .如 
果 像 (11) 中 那样 是 对 于 若干 初 等 集 定义 的 ,py 在 6 上 是 正规 的 。 证 明和 (a) 
相同 . 
下 一 个 目标 是 证 明 6 上 的 每 个 正规 集 函 数 可 以 推广 成 可 数 可 加 的 集 函 数 ， 后 
者 定义 在 包含 6 的 o- 环 上 . 
11.7 定义 设 y 在 6 上 可 加 ， 正 规 ， 非 负 并 且 有 限 .E 是 R” 中 的 任何 集 - 
考虑 由 初等 开 集 A. 组 成 的 的 覆盖 : 
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定义 
Ap" (E) = inf>)m(A.)， (17) 
各 


此 处 的 下 确 界 是 对 下 的 一 切 由 初等 开 集 组 成 的 可 数 覆 盖 来 取 的 .AP”( 瑟 ) 叫 做 EE 
的 对 应 于 jp 的 外 测度 
显然 对 于 所 有 的 E，p"(E) 宇 0， 而 且 当 E1CE; 时 ， 


ACE Sp (E,). (18) 
11.8 定理 
(a) 对 于 每 个 AE 6, jp* (A)=p(A). 
(WWE=UE, 时 . 
4° (E) < Dp (E,). (19) 
加 | 


注意 (a) 断 言 w 是 py 从 6 到 R? 的 一 切 子 集 的 类 上 的 推广 ， 性 质 (19) 叫 做 次 
加 性 . 

证 选取 AE< 以 及 e>0. 

六 的 正规 性 表明 A 包含 在 一 个 初等 开 集 G 之 内 ,而 pn(G)<p(A) 十 e。 由 于 
J" (A)p(G) 并 且 是 任意 的 ， 我 们 得 到 


1° (A) < plA). (20) 
AP 的 定义 说 明 有 一 列 初等 开 集 {A,)， 它 们 的 并 包含 着 A， 而 且 


DlA) Sp (MA) +e. 


[| 
4 的 正规 性 表明 A 包含 着 一 个 初等 闭 集 下 ， 合 于 p(F)>>p(A) 一 e; 又 由 于 下 
是 紧 的 ， 一 定 有 某 个 N， 使 得 
FCAU…UA4nw， 


所 以 
JA) pF teSnA U…UAN)+e 
N 
SD pA te Sp (A)+2e. 
5 
这 与 (20) 结 合 起 来 就 证 明了 (a)- 


其 次 ， 设 EE=UE.， 再 设 "(EE,) 二 十 oo 对 一 切 n 成 立 .给 了 e>0, 各 已 总 
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有 用 初等 开 集 造成 的 覆盖 {A。}), 二 1，2，3，…， 使 得 
Sean Sp (E,) +27e. (21) 


于 是 


p(B) < DA) < Dp (Ed te, 
{Et 


从 而 得 到 (19)。 在 排除 了 的 情形 ， 即 是 对 于 某 些 n, jp" (E,) 二 十 co 时 ，(19) 是 当 
然 的 . 
11.9 定义 ”对 于 任意 的 ACR?*，BCR”, 定义 
S(A,B) =(A 一 B) U (B—A), (22) 
d(A,B) =p° (S(A,B)). (23) 


如 果 limd(A，A,) 0， 就 记 作 A. 一 A. 

倘若 有 一 列 初等 集 {A,} 满 足 A, 一 A, 便 称 A 为 有 限 y 可 测 集 ， 记 
作 AE 吧 Fo). 

倘若 A 是 可 数 多 个 有 限 yx 可 测 集 的 并 ， 便 称 A 为 p 可 测 集 ， 并且 记 作 AE 
MD. 

S(A，B) 是 A 与 B 的 所 谓 " 对 称 差 "” 马 上 就 会 知道 ，d(A，B) 实 质 上 是 一 
个 距离 函数 . 

下 列 定理 能 使 我 们 对 于 y 得 到 所 希望 的 推广 . 

11.10 定理 观 (j) 是 o- 环 ,jy* 在 纲 (j) 上 可 数 可 加 . 

在 证 明 本 定理 之 前 ， 我 们 先 开 列 S(A，B) 与 d(A，B) 的 一 些 性 质 ， 计 有 


S(A,B) = S(B,A), SCA,A) = 0. (24) 
S(A,B) C S(A,C) U S(C,B). (25) 
SCA U A:,B, U B:) 
SCAnA,,B N sl SCA,B) U SC4:,B:). (26) 
SCA, 一 A:,B 一 B:) 


(24) 显 然 .(25) 来 自 
(A—B)C(A-CO U(CC 一 B),(B 一 A) CCC 一 A) UB-—O). 
(26) 的 第 一 式 得 自 
(A U As) — (Bi U B:) C (A —B:) U (A:— B.). 
下 一 步 ， 用 忆 表示 EE 的 余 集 ， 我 们 就 推 得 
S(A: NN A:,B' NN B:) = S(Ai U As,B: U B:) 
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CS(Ai,Bi) U SC45 ,Bi) = SCA,B) U S(A,,B,); 
如 果 我 们 注意 到 
4 一 4 =AnA， 


便 能 得 到 (26) 的 最 后 一 式 . 
由 (23)，(19)，(18) 知 道 S(A，B) 的 这 些 性 质 包含 着 


d(A,B) = d(B,A), d(A,A)=0, (27) 
d(A,B) < d(A,C) +d(C,B), (28) 

d(A! U A;,B, U B:) 
d(Ai NA,,B, NN B,) p< d(Ai,B) + d(A;,B,) (29) 


d(A 一 A:,B 一 B:) 
(27) 和 (28) 两 关系 式 表明 d(A，B) 满 足 定义 2. 15 的 要 求 ， 仅 有 一 点 例外 是 
d(A，B)=0 时 并 不 能 推出 A=B， 比 如 ，p 一 mm，A 可 数 ，B 是 空 集 时 ， 
d(A,B) 一 m" (A) = 0; 
为 了 明白 这 一 点 ， 可 以 用 满足 条 件 
m(l1,) 一 2 
的 区 间 1, 把 A 的 第 个 点 盖 住 
但 是 ， 如 果 我 们 规定 <(A，B) 一 0 时 ， 算 作 A、B 两 集 等 价 ， 便 可 以 把 R* 
的 子 集 分 成 等 价 类 ， 而 4(A，B) 就 把 这 些 等 价 类 的 集 转化 成 度量 空间 2 Cp) 
就 可 以 做 为 《的 闲 包 而 得 到 ， 这 个 解释 对 于 证 明 并 不 重要 ， 然 而 它 能 说 明 背后 的 
想法 . 
我 们 还 需要 d(A，B) 的 一 个 性 质 ， 这 就 是 如 果 "(A)，p*(B) 中 至 少 有 一 
个 是 有 限 的 ， 必 然 
| 4° (CA) 一 上 (B) |< d(A,B). (30) 
因为 假如 0<p"(B)<py* A) 的话 ， 那 么 (28) 就 表明 
d(A,0) < d(A,B)+d(B,0), 


即 是 
p° (A) < d(A,B) +p" (B). 


由 于 jp"(B) 有 限 ， 所 以 
Ap (A) —p° (B) < d(A,B). 


定理 11. 10 的 证 明 : ” 设 AE 观 F(y)，BE 现 (y)， 选 择 {A,)}，{B,) 使 A,€ 
6，B, EE6，A, 一 A，B, 一 B， 那 么 (29) 和 (30) 说 明 
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A.UB.—>AUB, (31) 
A.NB.—>ANB, (32) 
A. 一 B. -~A 一 B， (33) 
Ap (4.) =p* (A), (34) 


并 且 由 d(A.，A)-~=0 知道 上 (A) 一 十 cc 由 (31) 及 (33) 知 道 只 f(p) 是 环 . 
由 (7)， 


Ap(A.) 十 p(B.) = p(A, U B.) +p(A, N B.). 
令 mco， 由 (34) 和 定理 11. 8(a) 得 
p° (A tp CB) =p° (AU B)+p' (AN B). 
如 果 4nB=0, 那么 p* (ANB)=0. 
由 此 知道 六 在 骂 F (yx) 上 可 加 . 
现在 设 AE 现 (y)， 那 么 A 可 以 表示 为 glr(#z) 的 可 数 个 不 相交 的 集 的 并 ， 这 
因为 若是 A=  UA\，A4A\E 驯 Fr(0， 令 A 二 A1， 再 令 


A, = (AU…UAD 一 (AU…UA DO 一 2，3, 4)， 
那么 
A=U A, (35) 


是 所 求 的 表示 法 .由 (19) 知 道 
AA) < Dp CA. (36) 
Eo 


另 一 方面 ， A 了 A1U…UA,， 再 由 叶 E(y) 上 yp" 的 可 加 性 ， 我 们 得 到 
p° (A)Fp° (AU UA) =p (AD) + +p (A,). (37) 
由 等 式 (36) 与 (37) 得 出 


2 (A) = 天 ( 访 站 (38) 


假定 wp” (A) 有限. 置 B. 二 AlU…UA.， 那 么 (38) 表 明 当 n>oo 时 ， 


d(A,B.) =p" (VU, A)= Dp (MA) 0 


tl 
所 以 B, 一 A; 并 且 由 于 B.E 骂 a(y)， 易 见 A€ 园 e Cp)， 

这 样 就 证 明了 AE 哮 (pw) 而 且 A"(A) 一 十 cc 时 AE 吐 ro 

现在 J" 显然 在 吐 (x) 上 是 可 数 可 加 的 了 - 这 因为 假若 A 一 UA.， 这 里 {4.)} 
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是 束 (w) 内 的 一 列 不 相交 的 集 ， 我 们 已 经 证 明了 : 如 果 对 于 每 个 mn，Ap"” (4A,) 二 
十 co， 那 么 LA.E 路 r(p)]，(38) 成 立 ， 在 其 他 情形 ，(38) 是 显然 的 

最 后 ， 我 们 还 需 证 明 叶 (/) 是 a- 环 ， 如果 A-E (po) ，n 一 1，2，3，…， 很 
明显 UA,E gl(/) (定理 2. 12)， 假 定 AE 吐 (po)，BE 吕 (wp)，A,，B,Egr(D)， 
并 且 


A=UA., B=UB., 
那么 (Am B,E RE (py))， 恒 等 式 
A.N B=U (A.NB) 
说 明 A, 门 BE 骂 (y); 并 且 由 于 
p° (A NN B) Sp (Ms) <+o0, 
而 A, 站 BE 观 ; (x)， 因 此 A, 一 BE 骂 (y)， 并 且 因 为 


A—B=U (A.—B) 


而 A 一 BE 哮 (/). 

现在 如 果 AE 路 (/) 的 话 ， 我 们 便 运 直 用 AAA) 代 替 A”(A)， 这 样 就 把 原来 只 
定义 在 《上 的 产 推广 成 c - 环 嘱 (/p) 上 的 可 数 可 加 集 函 数 了 .这 个 推广 了 的 集 函 数 
叫做 一 个 测度 ，J 王 m 的 特殊 情形 叫做 R” 上 的 Lebesgue 测度 . 

11.11 评注 

(a) 假 车 A 是 开 的 ， 那么 AE 骂 (y). 这 因为 R* 内 每 个 开 集 是 可 数 个 开 区 间 
的 并 ， 想 要 明白 这 一 点 ， 只 须 构造 一 个 可 数 基 使 其 成 员 都 是 开 区 间 即 可 

通过 取 余 集 ， 可 以 知道 每 个 闭 集 在 驶 (2) 内 . 

(b) 如 果 AE 嘱 (0) 而 e>0， 那 么 存在 着 闭 集 下 与 开 集 G， 满 足 


FC A 
并 且 
1G—A)<e, pA—F)<e. (39) 
第 一 个 不 等 式 成 立 是 因为 x" 是 用 初等 开 集 覆盖 来 定义 的 .而 通过 取 余 集 就 可 以 
推出 第 二 个 不 等 式 来 . 


《ec) 如 果 从 开 集 出 发 ， 通 过 可 数 次 运算 而 得 到 E， 其 中 每 次 运算 是 取 并 ， 取 
交 或 取 余 ， 就 说 巨 是 Borel 集 一 一 B 集 R* 内 一 切 B 集 的 类 多 是 o- 环 ; 实际 这 
是 包括 一 切 开 集 的 最 小 o- 环 .根据 评注 (a)，EE 多 时 EE 园 (p). 

(d) 如 果 AE 骂 (y)， 那 么 存在 着 B 集 下 与 G6, 满足 FCACG 并 且 


1(G—A)=p(A—F)=0 (40) 
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这 可 以 由 (b) 推 导出 来 ， 只 须 取 e 一 1/m， 并 且 令 nco. 

由 于 A=FU(A 一 F), 我 们 可 以 看 到 每 个 AE 驯 (w)， 是 一 个 B 集 与 零 测 度 
集 的 并 . 

B 集 对 于 每 个 都 可 测 。 然而 零 测度 的 集 ( 即 是 py"(E) 二 0 的 集 已 ) 可 以 因 
k 之 不 同 而 不 同 . 

(e) 对 每 个 x， 零 测度 的 集 构成 一 个 。- 环 . 

《若是 Lebesgue 测度 的 话 ， 每 个 可 数 集 的 测度 是 零 .。 但 是 还 有 不 可 数 的 
(实际 上 是 完备 的 ) 零 测度 集 ，Cantor 集 可 以 做 为 一 例 ， 使 用 2. 44 段 的 符号 ， 容 
易 看 出 

mm(E,) 一 (2/3)"， (n= 1,2,3,°°). 


又 因为 P 一 站 已,， 对 每 个 mn，PCE,， 因 而 m(P) 一 0. 
测度 空间 


11.12 定义 假定 X 是 一 个 集 ， 它 不 必 是 欧 氏 空间 或 者 甚至 任何 度量 空间 
的 子 集 ， 如 果 存在 X 的 子 集 ( 称 它们 为 可 测 集 ) 组 成 的 o。- 环 驶 ， 以 及 定义 在 驶 
上 的 一 个 非 负 可 数 可 加 集 函 数 w( 称 为 测度 )， 就 说 X 是 测度 空间 . 

此 外 ， 假 如 还 有 XE 统 ， 那 么 称 为 可 测 空 间 . 

比如 ， 可 以 取 X=R*， 路 是 R* 的 所 有 勒 贝 格 可 测 子 集 的 类 ，A 是 Lebesgue 
测度 . 

或 者 令 X 是 一 切 正 整数 的 集 ， 嘱 是 X 的 一 切 子 集 的 类 ， 而 w(E) 是 已 的 元 
素 的 个 数 ， 

另 一 个 例子 是 由 概率 论 所 提供 的 ， 事 件 可 以 看 成 是 集 ， 而 事件 发 生 的 概率 是 
可 加 (或 可 数 可 加 ) 集 函数 . 

以 下 各 节 一 概 考虑 可 测 空间 ， 必 须 强调 指出 ， 即 使 牺牲 掉 已 经 达到 的 普遍 性 
而 局 限于 实数 轴 上 的 区 间 的 Lebesgue 测度 ， 我 们 行将 讨论 的 积分 理论 在 任何 方 
面 也 不 会 变 得 简单 ， 其 实 ， 按 照 更 一 般 的 情况 提出 这 项 理论 的 主要 特点 ， 就 会 更 
加 明确 ， 在 那里 将 会 看 清楚 ， 每 件 事情 都 仅仅 与 x 在 “ - 环 上 的 可 数 可 加 性 有 关 ， 

为 方便 起 见 ， 我 们 将 引用 符号 


{zlP} (41) 
代表 具有 性 质 已 的 一 切 元 素 之 集 . 
可 测 函 数 
11.13 定义 设 了 是 定义 在 可 测 空间 X 上 的 函数 ， 在 扩大 的 实数 系 内 取 


值 ， 如 果 集 
{z|f(7)>a) (42) 
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对 于 每 个 实数 a 都 可 测 ， 就 说 函数 了 是 可 测 的 . 


11.14 例 如 果 X=R*， 哮 一 听 (p) 即 是 定义 11. 9 所 定义 的 ， 那 么 每 个 连 


续 函 数 可 测 ， 因 为 这 时 (42) 是 一 开 集 - 
11.15 定理 下 面 四 个 条 件 的 每 一 个 都 可 推出 另外 三 个 : 
对 于 每 个 实数 a，{f | f(x) 记 a} 可 测 . 
对 于 每 个 实数 4a，{z | (x) 之 a} 可 测 . 
对 于 每 个 实数 4a，{z| f(x) 过 a} 可 测 . 
对 于 每 个 实数 a，{ 工 | J(z) 入 a} 可 测 . 
证 关系 式 


{zf(2)>0) = 人 17eo > 二， 
{z | (rz <a =X- (zr| f(r) a), 
> 1 
A 人 17co <at 志 )， 


{rz| f(z) > a) =X-{r| f(r a) 


{rl f(z) <a} 


(43) 
(44) 
(45) 
(46) 


相继 表明 : 由 (43) 可 得 出 (44)， 由 (44) 可 得 出 (45)， 由 (45) 可 得 出 (46)， 由 (46) 


可 得 出 (43). 
因此 可 以 用 这 些 条 件 中 的 任 一 条 代替 (42) 来 定义 可 测 性 . 
11.16 定理 如 果 三 可 测 ， 那 么 | | 可 测 . 
证 


{z|llGz) |<a}= {rz| f(z) <a}N {zl f(x) > 一 ao). 


11.17 定理 设 {/.} 是 一 列 可 测 函 教 ， 当 zEX 时， 村 
g(x) = supf(z)， Ca 一 1,2,3，)， 
h(x) = lim supf, (zx). 


那么 与 h 可 测 . 
对 于 inf 与 lim inf， 同 样 的 结论 自然 也 成 立 . 
证 
{zl gD >a) =U {rz1f.(n >0), 
hz) =infga (7), 
这 里 ga(z)=supf,(z)，(nm). 


推论 
(a) 假 车 f，g 可 测 ， 那 么 max(f，g) 与 min(f，g) 可 测 . 


如 果 
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f= max(f,0), ff =—min(f,0), (47) 
那么 特别 地 广 与 /都 可 测 . 
(b) 可 测 通 数 序列 的 极限 函数 是 可 测 画 数 . 
11.18 定理 设 三 与 5 是 定义 在 X 上 的 可 测 实 值 函数 ， 而 下 是 及: 上 的 实 
连续 函数 ， 置 
jh(z) 一 ECF(z),g(Cr)) (r € X). 
那么 及 可 测 。 
特别 地 ，/ 十 g 与 fg 可 测 
证 设 
G, = {(u,v) | Fl(u,v) > a}. 
那么 G。 是 R* 的 开 集 ， 于 是 可 以 认为 


这 里 (1,) 是 一 列 开 区 间 : 
也 一 (yu) | a, ub <vu<d,.). 
由 于 
{zla <f (<b)}={r| f(a} N {zr| fz) <b,} 
可 测 ， 必然 
{z| (fz) ,g(r7)) ET 一 (zlas < f(x) < b,) 
N{zrlo <g(z) <d,) 


是 可 测 集 ， 因 而 
{tz1htz) 之 am 一 (z1(CFCz ,8(7)) € 6.) 
=U {zl (ng EL} 


同样 也 可 测 . 

总 而 言 之 ， 把 分 析 里 的 所 有 普通 运算 ,包括 极限 运算 在 内 ， 用 于 可 测 函 数 
时 ， 仍 然 得 到 可 测 函 数 ， 或 者 说 ， 寻 常 遇 到 的 函数 都 可 测 - 

然而 这 仅仅 是 一 种 粗略 的 说 法 ， 这 一 点 有 下 列 例题 (基于 实数 轴 上 的 
Lebesgue 测度 ) 为 证 : 如 果 A(z) 一 Cg(z))， 这 里 的 了 可 测 而 8 连续 ， 这 时 六 未 
必 可 测 ( 详 见 McShane， 第 241 页 ). 

读者 可 能 注意 到 了 ， 在 我 们 讨论 可 测 函 数 时 未 曾 提 及 测度 实际 上 ，X 上 的 
可 测 函 数 类 仅仅 与 。- 环 路 (使 用 定义 11. 12 的 记号 有关. 比如， 我 们 可 以 谈论 
R* 上 的 Borel 可 测 函 数 ， 即 是 使 
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{rz1 f(z >a) 
总 是 Borel 集 的 函数 /， 而 不 涉及 任何 特定 的 测度 . 


简单 函数 


11.19 定义 设 * 是 定义 在 X 上 的 实 值 函数 .如 果 * 的 值 域 是 有 限 的 ( 集 )， 
便 称 s 为 简单 函数 . 
设 ECX， 再 令 
1 (rE€E), 


Ks(z) = 48 
7 0 (zr¢E). S48) 


Ke 称 为 EE 的 特征 函数 . 
假定 * 的 值 域 由 不 同 的 数 c,，…，*%* 组 成 ， 设 


已 一 (zls(z) 一 c) (i=1,%n). 
那么 
s= Doks,, (49) 
所 


这 说 明 每 个 简单 函数 是 特征 函数 的 有 限 线性 组 合 ， 很 明显 ，* 可 测 当 且 仅 当 集 
El，…，E, 可 测 . 

使 我 们 感 兴趣 的 是 ， 每 个 函数 能 用 简单 函数 来 逼近 : 

11.20 定理 设 了 为 X 上 的 实 函 教 ， 那 么 存在 一 列 简单 函数 {5}， 对 于 每 
个 EX 当 m-*co 时 ww(r)-F(z)， 若 三 可 测 ， 可 以 选 fs } 为 可 测 函 数 序列 ， 东 
0， 可 以 选 f5} 为 单调 增 序列 . 

证 设 />0， 对 于 n 一 1，2，3，…，i=1，2，…，n2" 规定 

E。 = (= 


运 1< fn <i), F,= {z17Gz) > 可. 
2 2 


a 
DK + (50) 


一 般 情况 , 令 /= 让 一 广 ， 再 将 前 面 的 推断 施行 于 广 与 广 . 
注意 ,，(50) 所 写 的 序列 {s,}， 当 了 有 界 时 ， 一致 收 化 于 大 


积分 


我 们 把 积分 定义 在 可 测 空 间 X 上 ， 在 这 里 叫 是 可 测 集 的 = - 环 ， 而 上 是 测 
度 ， 愿意 把 情况 想像 得 具体 些 的 读者 可 以 把 X 设想 成 实数 轴 ， 或 者 一 个 区 间 ， 
而 把 六 设想 为 Lebesgue 测度 mm- 
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11.21 定义 设 
s(x)= Beks (rE€E X,c>0) (51) 
可 测 ， 而 且 EE 驶 .我们 定义 
9 = BenEnN E). (52) 
如 果 /可 测 且 为 非 负 的 ， 我 们 定义 
fa = suple(s), (53) 


此 处 sup 是 对 于 所 有 满足 0<<s<<f 的 简单 函数 ; 而 取 的 . 

(53) 的 左 端 叫做 了 关于 测度 Ap 在 集 上 的 Lebesgue 积分 .应 该 注意 ， 积 分 
可 以 取 十 ce 为 值 . 

对 于 每 个 非 负 可 测 简单 蚌 数 *， 容 易 验证 


fsa = 1s(s). (54) 
11.22 定义 设 f 为 可 测 函 数 ， 考 虑 两 积分 
[a dr dy, (55) 


此 外 广 与 广 是 (47) 所 定义 的 . 
如 果 (55) 的 积分 中 至 少 有 一 个 是 有 限 的 ， 我 们 定义 


| = fr dp | 次 dy. (56) 


若 (55) 的 两 个 积分 都 有 限 ， 那 么 (56) 有 限 ， 就 说 /在 E 上 对 yp 按 Lebesgue 
意义 是 可 积 的 (或 可 求 和 的 )， 并 且 写 作 : 在 E 上 f Ey), 若 p 一 m， 通常 的 写 
法 是 : 在 E 上 /Eg 

这 命名 法 可 能 有 一 点 混乱 ， 如 果 (56) 是 十 co 或 一 cp， 那 么 了 在 已 上 的 积分 
是 确定 的 ， 然 而 在 上 述 的 字义 下 f 不 可 积 ; 只 有 当 它 在 EE 上 的 积分 有 限时 f 在 E 
上 才 是 可 积 的 . 

以 后 我 们 主要 关心 于 可 测 函 数 ， 尽 管 偶而 也 希望 讨论 较为 一 般 的 情形 . 

11.23 评注 下 列 性 质 是 明显 的 : 

(a) 若 了 在 下 上 有 界 可 测 ， 而 且 Ap(E)< 十 cc， 那么 在 下 上 JE 我 p). 

(b) 如 果 zE 巨 时 a 委 (rz) 入 5， 而 且 w(E)<< 十 co， 那 么 


(E) < | /dp 入 名 (BE). 
op ef dp 
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《cec) 如 果 在 下 上 了 与 gE Hp)， 而 且 当 XEE 时 f(z)<g(x), 那么 
[an < fied 


(d) 如 果 在 E 上 Ep)， 那么 对 于 每 个 有 限 常数 c， 在 E 上 cf € 2(p)， 
而 且 


[wd 


(e) 如 果 pw(E)=0， 而 了 可 测 ， 那么 | .1dr = 0. 


(1 如 果 在 下 上 FES)，AE 踊 ， 且 ACE,， 那么 在 A 上 f€ 交 pp). 
11.24 定理 
(a) 设 在 X 上 三 非 负 可 测 ， 若 AE 路 ， 定 义 


$(A) 一 rar (57) 


那么 $ 在 嗣 上 可 数 可 加 . 

(b) 如 果 在 六 上 Ep)， 这 结论 也 成 立 . 

证 显然 (b) 可 以 从 (a) 推 来 ， 只 需 认为 /三 f* 一 广 而 把 (a) 用 于 广 与 广 就 
成 了 . 

要 证 (a) ， 我 们 需要 证 明 


$A) = D $A,). (58) 
这 里 ，A.E 纲 (n=1，2，3，…)，ij 时 AiNA,=0, 而 且 A=UA, 


若 f 是 特征 函数 ， 那 么 $ 的 可 数 可 加 性 与 的 可 数 可 加 性 完全 是 一 回 事 ， 这 
因为 


| kede =p(ANE). 


若 了 是 简单 函数 ， 那 么 f 的 形状 是 (51) 那 样 的 ; 结论 仍 正确 . 
在 一 般 情 况 下 ， 对 于 每 个 可 测 的 简单 函数 s， 若 能 满足 0/， 必 然 


| su= Bsn < Bua. 


所 以 由 (53) 得 
$A) < BD $A.). (59) 


现在 假若 有 某 n 使 $(A,) 二 十 >， 因为 $(A) 宇 $(A,)， 那么 (58) 是 当然 的 . 
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假定 每 个 使 %(A.) 一 十 cc. 
给 定 e>0， 我们 可 以 选 一 个 可 测 函数 ;使 0<s<f 并 且 


人 sdr 三 | Fly -ol sdp 之 | Ja 一 se (60) 
于 是 
$(A1 U As) >|a U Azsdp = ji sp 十 | sd 
HAD + $As) — 2e, 
由 此 推出 
AU As) > HA + $CAs). 
从 而 对 于 每 个 n 


$AL UU A) 8A) + +A,). (61) 
由 于 ADA,U…U4.， 由 (61) 可 以 得 出 


$(A) > 5 $A.), (62) 
Ea 


于 是 (58) 是 (59) 及 (62) 的 应 有 结果 . 
推论 若 AE 纲 ， BCA, 而 且 p(A 一 B) 二 0， 那么 


J 


由 于 A=BU(A 一 B)， 这 可 以 从 评注 10. 23(e) 推 出 来 . 

11.25 评注 上 述 推论 说 明 ， 零 测度 集 在 积分 时 可 以 忽略 . 

若 集 {z | f(z) 关 g(x)} 几 E 是 零 测度 的 ， 就 写作 : 在 E 上 /~g- 

这 样 ，/ 一 FJ 一 5 意味 着 5~ 户 由 了 一 5，8 一 六 能 推出 了 一 六 这 就 是 说 ， 
关系 一 是 等 价 关系 - 

若 在 下 上 j 一 5， 显 然 可 得 


[ee 


只 要 这 些 积分 对 每 个 可 测 子 集 ACE 存在 

若 一 性 质 对 于 每 个 点 zEE 一 A 成 立 ,并且 p(A) 二 0， 习惯 上 说 P 几乎 对 
于 一 切 xEE 成 立 , 或 已 在 已 上 几乎 处 处 成 立 . “几乎 处 处 "这 个 概念 自然 依赖 
于 所 考虑 的 特定 测度 .在 文献 中 ， 除 非 有 什么 别 的 附 笔 ， 一 般 指 的 是 Lebesgue 
测度 . ) 

车 在 E 上 /Ep)， 显然 f(x) 必然 在 EE 上 几乎 处 处 有 限 。 所 以 在 大 部 分 情 
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形 下 如 果 我 们 从 开始 便 假定 所 设 函 数 是 有 限 值 的 ， 并 不 会 丧 失 一 般 性 . 
11.26 定理 车 在 E 上 /EIUp), 那么 在 E 上 |f|1 EKUp), 而 且 


Jel< bi ria (63) 
证 记 E=AUB, 在 A 上 jz) 二 0， 而 在 也 上 jz) 一 0. 由 定理 11. 24， 
rw ft at 1 flo 


=|r d+ |,f du <+eo， 


所 以 1f1EKw. 从 f<1f1 及 一 {1f1，, 知道 
[an < tf a fa < ff ap 


由 此 即 得 (63). 

央 为 了 的 可 积 性 包含 着 | f | 的 可 积 性 ， 所 以 Lebesgue 积分 常常 被 称 为 绝对 
收敛 积分 ， 自 然 还 可 以 定义 非 绝 对 收敛 的 积分 ， 而 且 在 处 理 某 些 问题 时 这 样 做 是 
重要 的 。 但 是 这 种 积分 缺乏 勒 贝 格 积分 的 某 些 最 有 用 的 性 质 ， 在 分 析 中 起 的 作用 
比较 次 要 些 . 

11.27 定理 设 f 在 E 上 可 测 ，| /| 三 g， 并且 在 EE 上 gE 人 1)， 那么 在 
EL/f€Wn. 

证 /*<g 且 f <g. 

11. 28 ”Lebesgue 单调 收敛 定理 ”假设 EE 纲 ，{f,} 是 可 测 浊 数 序列 ， 满 足 
条 件 


0<fDERDS (ze 加. (64) 
-=co 时 用 ， 
f(D fn) (rEE) (65) 
来 定义 /那么 
人 | wm (66) 


证 由 (64) 显 见 ， 当 n>oo 时 
fd a (67) 


对 某 个 a 成 立 ， 又 因为 | 三 |， 那么 
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«< rd (68) 
选择 c 合 于 0<c<1， 再 设 * 是 合 于 0 入 ssy 了 的 可 测 简 单 函 数 。 置 
E,= {zr|f.(7) > (2)}, n= 1,2,3,... 
由 (64),E\CE,CE,C…， 又 由 (65) 
E=UE. (69) 
对 于 每 个 n 
|e | fod > esa (70) 


在 (70) 中 让 mce。 由 于 积分 是 可 数 可 加 集 函 数 (定理 11. 24)，(69) 表 明 我 们 可 
以 将 定理 11. 3 用 于 (70) 内 的 最 后 积分 ， 从 而 得 到 


«> sd OD 
令 c 一 1,， 得 

< >| :dr， 
而 (53) 殖 含 着 

“> 人.rd (72) 


这 定理 是 (67) 、(68) 、(72) 的 应 有 结果 . 
11.29 定理 假设 /二 /1 十 f;， 在 E 上 f,€ J)(i=1,，2)， 那 么 在 E 上 
JE SpO ,并 且 


f= J frat | fap (73) 


证 首先 , 假设 fi 宇 0，f 宇 0. 如 果 用，f: 都 是 简单 函数 ，(73) 可 以 由 
(52) 与 (54) 轻 而 易 举 地 推出 来 。 不 然 的 话 ， 选 择 非 负 的 可 测 简单 函数 的 单调 增 序 
列 {5%}，{ 品 }， 使 它们 各 收敛 于 户 ， 大 定理 11. 20 说 明 这 是 可 能 的 ， 置 “一 
3 十 % ,那么 


[Jr 


如 果 令 wn 一 co 并 且 应 用 定理 11. 28，(73) 就 推出 来 了 . 
其 次 ， 假 设 户 0， 产 入 0 置 
A={r|f(r)>0,B= {r| f(z) <0). 
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那么 f，f 有 ， 一 fi 在 A 上 非 负 ， 因 此 
同样 ， 一 f/，f， 一 所 在 B 上 非 负 ， 因 此 
| .cot 一 tian t+], Das, 


[PR 
把 (74) 与 (75) 相 加 ， 即 得 (73). 


(74) 


(75) 


一 般 情形 ，E 可 以 分 成 四 个 集 E,， 在 每 个 E 上 户 (z) 与 f(z) 各 有 一 定 的 符 


号 ， 由 已 经 证 过 的 两 种 情形 可 得 
|e J tan tf, re (= 1,2,3,4)， 


把 这 四 个 等 式 相 加 即 得 (73). 
现在 可 以 对 级 数 把 定理 11. 28 重 述 一 遍 . 
11.30 定理 假设 EE 趾 ，{ 太 } 是 非 负 可 测 函数 序列 ， 并 且 


Hz) = 呈 f(z)，(ze 忆 )， 


证 〈76) 的 部 分 和 组 成 单调 序列 . 
11.31 Fatou 定理 假设 EE 叫 ， 若 { 太 } 是 非 负 可 测 函数 序列 ， 并 且 
f(r7)= lim inff.(7) (rE€E), 


J fan < timint| fd 
在 (77) 内 会 有 严格 的 不 等 式 成 立 ， 在 习题 5 中 有 一 个 例子 . 
证 对 于 n=1, 2, 3, …， 以 及 IEE 午 
g(x) = inffi(z) (i nm), 
那么 gu(z) 在 巨 上 可 测 ， 并 且 
0<g(r) g(r 


(76) 


《77) 


(78) 
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EACOE -SALE (79) 
ECz) -> Crz) Ca oo). (80) 


由 (78)，(80) 以 及 定理 11. 28， 知道 
| ea 一 [ran， (8D 


因此 ，(77) 是 (79) 与 (81) 的 应 有 结果 . 
11.32 ”Lebesgue 控制 收敛 定理 假设 EE 路 ,，{ 矿 } 是 可 测 函 数 序列 ， 
当 m~~co 时 


fi f(x (zEE)， (82) 
如 果 在 已 上 有 函数 5EE Rp)， 使 
1 jz) |S g(x) (n= 1,2,3,.,7€ EF), (83) 
那么 
lim| fea =| (84) 


由 于 (83) 的 关系 ， 才 说 {了 .) 受 g 的 控制 ， 然 后 我 们 讲 到 控制 收敛 ， 根 据 评注 
11.25， 如 果 (82) 在 EE 上 几乎 处 处 成 立 ， 结 论 仍然 相同 . 

证 首先 ， 由 (83) 和 定理 11.27 能 推出 f,€ Np) 以 及 在 E 上 f€p). 

由 于 f, 十 g 之 0，Fatou 定理 表明 


.dtd < lim inf| Cf, + gdp 


| fdp < lim, inf| ,rw (85) 
因为 g 一 f, 宇 90， 同样 地 知道 
|.e 三 万 4 入 liminf| ee — fdp, 
所 以 
到 [yw <timinf[— | rd]， 
这 无 异 于 
| fap tim sup| fap (86) 


(84) 内 极限 的 存在 以 及 (84) 所 说 的 等 式 现在 来 看 是 (85) 与 (86) 的 直接 结果 、 
推论 车 pk(E) 王 十 co，{ 太 } 在 瑟 上 一 致 有 界 ， 且 在 巨 上 六 (z) 一 (rz)， 委 
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然 (84) 成 立 . 

一 致 有 界 收敛 序列 常常 被 称 为 有 界 收 仇 序列 . 
与 Riemann 积分 的 比较 

下 一 条 定理 将 要 证 明 , 一 个 区 间 上 的 每 个 Riemann 可 积 函 数 一 定 也 
Lebesgue 可 积 ， 并 且 Riemann 可 积 函 数 要 服从 更 严密 的 连续 条 件 。 因 此 且 莫 说 
Lebesgue 理论 可 以 将 广泛 得 多 的 一 类 函数 类 进行 积分 ， 而 其 最 大 优点 或 许 在 于 
使 许多 极限 运算 变 得 容易 掌握 ， 从 这 个 观点 来 看 ，Lebesgue 的 收敛 定理 完全 可 
以 认为 是 Lebesgue 理论 的 核心 . 

Riemann 理论 遇 到 的 困难 之 一 ， 是 Riemann 可 积 函数 (甚至 连续 函数 ) 的 极 
限 可 以 不 是 Riemann 可 积 的， 现在， 因为 可 测 函 数 的 极限 一 定 可 测 ， 所 以 这 个 
困难 几乎 消除 了 . 

令 可 测 空间 X 是 实 轴 上 的 区 间 [ae， 妇 ， 取 jy 王 m(Lebesgue 测度 ) ， 并 且 只 
是 [ua， 的 Lebesgue 可 测 子 集 之 类 .习惯 上 采用 熟悉 的 符号 


[me 
代 特 | /dm 来 表示 /在 [ae， 拉 上 的 Lebesgue 积分 ， 为 了 区 别 Riemann 积分 与 
Lebesgue 积分 ， 我 们 现在 把 前 者 表示 为 

a sax. 


11.33 ”定理 
(a) 如 果 在 La， 站 上 FE 人 ， 必 然 在 La， 的 上 /EY 而 且 


『 fdr = 守 fdz. (87) 


(b) 假 定 在 [a 扎 上 有 界 ， 那 么 在 [a,，b] 上 JE 8， 当 且 仅 当 了 在 [a，b] 上 
几乎 处 处 连续 . 

证 假设 /有 界 ,根据 定义 6.1 与 定理 6.4， 存 在 着 [a,， 6b] 的 一 列 分 割 
{P,) ,其 中 Pi 是 P 的 加 细 ， 而 Pt 中 相 邻 两 点 的 距离 都 小 于 1/k， 而 且 


limLCP,P = afar, limUCP,s/) = fdz. (88) 
如 | un 


(本 证 明 中 所 有 积分 都 是 在 [a，6b] 上 取 的 ). 
如 果 P, 一 {zo。，z1，…，zx。}， 其 中 zo 一 a,x, 二 b， 规 定 


Ui(a) = Li(a) = f(a); 
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采用 定义 6. 1 所 介绍 的 符号 ， 对 于 1<i<n， 当 -1 之 z<zx; 时 , 令 Ui(z)=M,;， 
TeCr) 一 mi ， 这 时 


LOPuP = dr, UP = [udr， (89) 


并 且 因 为 Pi 加 细 了 P,， 那 么 对 于 一 切 rE [a, 6] 


LDELD EESID SEU SU x) (90) 
根据 (90)， 必 然 存 在 着 
L(z) = limLiCz)， U(x) = limU,(z). (91) 


留心 上 与 U 都 是 [a, 5] 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 注 意 
LDEfDEUT) (agr<b), (92) 


而 且 根 据 (88) 与 (90) 和 单调 收敛 定理 ， 知 道 . 
[ruz=qjrar， [ouz = af/az. (93) 


-直到 现在 ， 除 去 假设 f 是 [a，6] 上 的 有 界 实 函 数 而 外 ， 关 于 f 没有 作 别 的 
假设 . 

要 把 证 明 完 成 ， 注 意 /fE 贸 当 且 仅 当 它 的 上 下 Riemann 积分 相等 ， 从 而 当 且 
仅 当 


Jraz = Jvars (94) 


因为 L<U，(94) 实 现 当 且 仅 当 对 于 几乎 所 有 zE La， 站 ，L(z) 一 U(z) (习题 1). 
在 那 时候 ， 就 能 由 (92) 推 出 在 [ae， 妇 上 几乎 处 处 


L(r) = f(z) = U(7), (95) 


所 以 可 测 ， 而 (87) 是 (93) 与 (95) 的 必然 结果 . 

此 外 如 果 z 不 属于 任何 Pi， 便 十 分 容易 知道 U(x) 二 L(x) 当 且 仅 当 f 在 zx 
点 连续 ， 因 为 P, 各 集 的 并 可 数 ， 它 的 测度 是 0， 于 是 可 以 断定 f 在 [a, 5] 上 几 
乎 处 处 连续 当 且 仅 当 几 乎 处 处 上 L(x)=U(z)， 从 而 当 且 仅 当 JE 2( 犹 如 上 
边 见 到 的 ). 

这 就 把 证 明 完成 了 . 

积分 和 微分 之 间 常见 的 联系 ， 大 部 可 以 转 入 Lebesgue 理论 中 来 ， 若 在 
[La, bj 上 fE2 并 且 
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F(z) = [a (a<zr<h), (96) 


那么 在 [a，5] 上 几乎 处 处 F(z)=f(z). 
反之 , 车 下 在 La，65] 的 每 一 点 处 可 微 , (“几乎 处 处 ”在 这 里 是 不 够 的 !) 并 且 
在 Le, 8]J 上 FEZY， 则 
Fo 一 Fo = [Fo (a<r<b). 


关于 这 两 条 定理 的 证 明 ， 建 议 读者 阅览 参考 书目 里 开 列 的 任何 关于 积分 
的 书 . 
复 函 数 的 积分 


假设 了 是 定义 在 测度 空间 X 上 的 复 值 函 数 ，f 王 x 十 iv，u，v 都 是 实 的 ， 当 
日 仅 当 w，v 都 是 可 测 函 数 时 我 们 称 /是 可 测 的 . 
容易 验证 ， 复 可 测 函数 的 和 与 积 仍然 可 测 . 
由 于 
171=V 十 亚 ， 


定理 11.18 说 明 对 于 每 个 复 可 测 函 数 /， | f | 是 可 测 的 . 
假设 是 X 上 的 测度 ,EE 是 X 的 可 测 子 集 ， 是 X 上 的 复 值 函 数 。 当 /可 
测 ， 并且 


[i 171du <+eo， (97) 
就 说 在 E 上 /Ep)， 而且 当 (97) 成 立时 ， 定 义 
far = | an+ i] vdy 


由 于 |u|l 志 1/1，1vI 和 1f1, 并 且 1f1 马 1u| 十 1v1， 显然 当 且 仅 
当 在 EE 上 wu€ Kp) 以 及 vE Np) 时 (97) 成 立 . 

定理 11. 23(a)，(d)，(e)，(fD，11.24(b)，11.26，11.27，11.29， 以 及 
11. 32 现在 都 可 以 推广 到 复 函 数 的 Lebesgue 积分 .证明 都 很 简单 .只 有 定理 
11. 26 的 证 明 有 一 点 趣味 : 

如 果 在 EE 上 /EHu)， 存 在 一 复数 <，1c | =1 使 


| fdp > 0. 


置 gcf 二 uw 十 iv，w、v 是 实 的 ,那么 
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rl- dm ew fet 
上 列 等 式 中 的 第 三 个 成 立 ， 是 因为 前 面 的 等 式 表明 gdp 是 实数 


乡 "类 的 函数 


作为 Lebesgue 理论 的 一 个 应 用 我 们 现在 推广 Parseval 定理 (在 第 8 章 只 对 于 
Riemann 可 积 的 函数 证 过 )， 并 且 对 于 函数 的 正规 正 交 集 (orthonormal sets) 证 明 
Riesz-Fischer 定理 . 


11.34 定义 “ 设 藉 是 可 测 空间 如果 复 函数 了 可 测 并 且 
[lf hte, 


就 说 在 X 上 f E22: (py)， 如果 是 Lebesgue 测度 ， 就 说 JE2Z2:， 当 fE€ ?Cp) 
时 ，( 从 现在 起 ， 省 略 “ 在 X 上 "三 个 字 ) 定 义 
1 = {fr}, 
而 把 上 /1 叫做 /的 :Cy0) 范 数 . 
11.35 定理 假设 /EX'(p),，gE ?Cp)， 那么 fgE€E Np)， 并且 
| les ll lel. G98) 
，， 这 是 我 们 在 级 数 和 Riemann 积分 中 已 经 过 到 的 Schwarz 不 等 式 ， 它 是 不 
等 式 
o<f adritale Da = /lta /fel dnt el 


的 直接 结果 ， 这 不 等 式 对 于 每 个 实数 成立 
11.36 定理 如 果 fE2'(y)，gE 4?(p)， 那么 f+gE2* (pj)，, 而 且 


17+el < H+ lel. 
证 Schwarz 不 等 式 说 明 
Nf+el* =[ r+)+le + let 
<Irl+2lel hel+hel 

= + lel). 


11.37 评注” 如果 我 们 把 2?(y) 内 两 函数 f 与 g 间 的 距离 定义 为 /一 g1， 
可 以 知道 定义 2. 15 的 条 件 都 能 满足 ， 仅 有 的 例外 是 | /一 g | 一 0 并 不 意味 着 
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f(z) 二 g(x) 对 一 切 工 成 立 ， 而 上 只 是 几乎 对 一 切 x 成立， 所 以 如 果 把 只 在 一 个 零 
测度 集 上 不 相同 的 函数 等 同 起 来 ，Y*(y) 便 是 一 个 度量 空间 . 

现在 我 们 在 实 轴 的 一 个 区 间 上 对 于 Lebesgue 测度 来 考虑 了 

11.38 定理 连续 函数 在 [a,， 5b] 上 构成 ?的 一 个 笛子 集 . 

更 明确 地 说 ， 这 里 的 意思 是 : 对 于 [a，6b] 上 的 任何 f€ 2*， 和 任何 e0， 总 
有 [a，6b] 上 的 连续 函数 g， 使 得 


1/-el ={(f 1/-a ld) <e 
证 说 /在 2 内 被 序列 (g,} 通 近 ， 就 是 说 noo 时 1 /一 g, | 一 0 
设 A 是 [e， 问 的 闭 子 集 ，KA 是 它 的 特征 函数 ， 园 
trz) 一 inf|z 一 y| (>EA)， 
再 令 
EL 
1+m(z) 


那么 &, 在 [a，5] 上 连续 , 在 A 上 g(x)=1, 在 B=[a, 5b] 一 A 上 g,(zx) 一 0. 因 
此 根据 定理 11. 32 


gna(7) = (n= 1,2,3,.), 


Ne. Kl = {std}: 0. 


由 此 可 见 ， 闭 集 的 特征 函数 可 以 在 2 内 用 连续 函数 通 近 . 

由 (39) 知 道 ， 对 于 任意 可 测 集 的 特征 函数 有 同样 的 结果 ， 因 而 对 于 可 测 简单 
函数 也 如 此 . 

车/0 且 fE€ 9, 令 {5,) 为 非 负 可 测 简单 函数 的 单调 增 序列 , 它 满足 
(rz) 一 xz). 由 于 | /一 1" 和/?， 定理 11.32 说 明 | fs 中 一 0. 

一 般 情形 随 之 而 来 . 

11.39 ”定义 ”我 们 说 复 函数 序列 { 录 ) 是 可 测 空 间 X 上 函数 的 正规 正 交 系 ， 
就 是 要 求 


和风 SS | CEE 


特别 地 ， 我 们 必 有 加 EX (p)， 若 是 fEY (pj) 而 且 


(n= m). 


= | /Bede Cn= 1,2,3,.), 
便 照 定义 8. 10 那样 ， 写 成 


了 一 Dog. 


LEBESGUE 理论 299 


三 角 Fourier 级 数 的 定义 同样 可 以 在 [一 zr，z] 上 扩充 到 Y? (或 甚至 扩充 到 
切 ， 定 理 8. 11 与 8. 12(Bessel 不 等 式 ) 对 任何 f€ 2” (py) 成 立 .证 明 逐 字 逐 名 地 
相同 . 

我 们 现在 可 以 证 Parseval 定理 了 . 

11.40 ”定理 假设 在 [一 x, x*] 上 f€2*， 


f(D ~ Fee, (99) 
令 5 是 (99) 的 第 nn 个 部 分 和 ， 那 么 
lim 1 7 一 1 =0, (100) 


2 lc = 去 | |f lidz. (101) 


证 给 定 e>0. 由 定理 11. 38， 存 在 连续 函数 5， 使 得 
17 一 引 1 < 


进一步 容易 知道 ， 我 们 可 以 安排 得 g(x)=&( 一 rz)， 那么 g(x) 可 以 拓展 成 周期 连 
续 函 数 ， 由 定理 8. 16， 有 一 个 三 角 多 项 式 T， 比 如 说 是 N 阶 的 ， 使 得 


人 十， 
1g 一 TI < 


由 此 ， 根 据 定 理 8. 11( 扩 充 到 7*)， 当 wn 宇 N 时 
1 ss 一 站 和 IT 一 站 入 
从 而 (100) 成 立 ， 照 定理 8. 16 的 证 明 中 所 做 过 的 那样 ， 可 以 从 (100) 推 得 等 式 
(101). 
推论 ” 若 在 [一 zr，x] 上 JES2:， 且 若 


户 fiDemdr=0 On 一 0, 士 1, 土 2…)， 


必然 上 了 | 一 0. 

这 样 一 来 ， 如 果 2* 里 的 两 个 函数 能 取得 相同 的 Fourier 级 数 ， 那 么 它们 至 多 
在 一 个 零 测度 集 上 不 相同 . 

11.41 定义 设 太 与 大 E22(OGO=1，2，3，…)。， 如 果 上 了 .一 一 0， 就 
说 {f.) 在 ?Cp) 内 收 化 于 太 如 果 对 于 任意 的 e>0 有 一 个 正 整数 NN 使 得 当 n 宇 N 
与 m2N 时 ，| /. 一 .上 <<e， 就 说 {f.) 是 4?(p) 内 的 Cauchy 序列 

11.42 定理 假若 {f.) 是 2*(j) 内 的 Cauchy 序列 ， 必 然 存在 着 一 个 函数 
E47(p) ,使 {f.) 在 F*(p) 内 收 化 于 下 
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换言之 ， 这 是 说 2?(p) 是 完 各 度量 空间 . 
证 由 于 {f,) 是 Cauchy 序列 , 我 们 可 以 找到 一 个 序列 {m.),， 一 
1，2，3，… 使 
上 一 fa 过 闪 《==1,2,3,0n) 
选 一 个 函数 gE 4?(j)， 根 据 Schwarz 不 等 式 ， 得 
[A 
由 此 得 


Z| 1gCA 一 所 1ds lel. (102) 
由 定理 11. 30， 在 (102) 内 可 以 交换 求 和 与 积分 的 次 序 ， 从 而 在 X 上 几乎 处 处 

| gx) | 刀 | f% 2) 一 fs (Cz) |<+™, (103) 
所 以 在 X 上 几乎 处 处 


Df la) fz) |<+oco. (104) 


这 因为 倘若 (104) 的 级 数 在 一 个 正 测度 集 EE 上 发 散 ， 我 们 便 可 以 使 8(z) 在 E 的 
-个 正 测度 子 集 上 非 零 ， 这 就 与 (103) 矛 盾 了 . 
由 于 在 X 上 几乎 处 处 收敛 的 级 数 


BD fi Cz) — fo, (7)) 


的 第 个 部 分 和 是 f,,, (7) 一 f(z)， 可 见 等 式 
f(z) = limf, (7) 
能 对 于 儿 乎 一 切 xzEX 确定 函数 fCz)， 而 在 X 的 其 余 点 上 (z) 如 何 定义 就 无 关 
紧要 了 . 
现在 我 们 来 证 明 这 个 函数 /具有 所 要 求 的 性 质 ， 给 定 了 。0， 青 照 定义 
11. 41 所 指示 的 选择 N， 若 由 之 N，Fatou 定理 表明 


ffl <liminfl 一 六 1 <e 


所 以 /一 f。 EY?(p)， 又 由 于 f 二 (f 一 ) 十 f， 知道 E21) 再 由 于 e 的 
任意 性 ， 


Im 一 六 上 一 
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最 后 ， 不 等 式 
人 一 天 时 一 及 下 二 和 有 一 天 人 (105) 


说 明 { 记 } 在 2"(po) 内 收敛 于 太 ;这 因为 如 果 我 们 取得 ”与 nt 相当 大 ，(105) 右 端 
的 两 项 都 可 以 弄 得 任意 小 

11.43 ”Riesz-Fischer 定理 设 {加 ) 是 六 上 的 正规 正 交 系 ， 假 定 互 | c。|“ 收 
效 ， 再 设 % 一 ci 由 十 … 十 cog。， 必 然 存 在 一 个 函数 了 ESZ (Ha)， 使 fi ) 在 了 (pn) 内 
收 化 于 f， 并且 


f~ Dg,. 
证 当 n>m 时 ， 
| i de 


所 以 {5,} 是 2*(j) 内 的 Cauchy 序列 .由 定理 11.42， 有 一 个 函数 fE 2*(y) 使 
lim1 f—sl =0. 


但 是 当 zx>> 上 时 ， 
[Rare = [Bud zar， 
所 以 
[fmol< fs tl 
令 mrco, 得 
ec 一 [Bay (k= 1,2,3,.). 
证 完 


11.44 定义 (加) 是 正规 正 交集 ，fE "(x)， 如 果 由 等 式 


| 一 0 (n=1,2,3,°") 
能 推出 fl 二 0， 就 说 {如} 是 完备 的 . 
在 定理 11. 40 的 推论 内 我 们 从 Parseval 等 式 (101) 导 出 了 三 角 系 的 完备 性 . 
反之 ，Parseval 等 式 对 于 每 个 完备 正规 正 交集 成 立 . 
11.45 定理 设 {各 ) 是 完备 正规 正 交 系 . 如 果 fE2*(y)， 并且 


f~ Deg., G106) 
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| Iifldx= bp js (107) 


证 根据 Bessel 不 等 式 ， 知道 了 | cv, | : 收敛， 令 
二 十 十 cp 


Riesz-Fischer 定理 表明 ， 有 一 个 函数 g€ YF (jy) 合 于 
g~ cy， (108) 


并 且 上 8 一 上 一 0， 从 而 上 se 一 中 g 上 ,因为 
Ns? 王 | ec B+ +| ec, 是， 
我 们 得 到 
| lglzd= Dlet. (109) 
< 


现在 (106)，(108) 以 及 { 多 } 的 完备 性 可 以 说 明 | /一 g | 一 0， 因 此 能 由 
(109) 得 出 (107). 

把 定理 11. 34 与 11. 45 合并 起 来 ， 我 们 得 到 一 个 非常 有 趣 的 结论 ， 这 就 是 每 
个 完备 正规 正 交 系 能 在 一 切 函 数 /EY*(p) (把 几乎 处 处 相等 的 函数 等 同 起 来 )， 
与 一 切 使 > | c, |: 收敛 的 序列 {cv } 之 间 ， 建 立 一 一 对 应 。 表 达 式 


f~ Dae,s 


[| 
以 及 Parseval 等 式 合 在 一 起 表明 2X*(y) 可 以 被 看 成 一 个 无 限 维 的 欧 氏 空间 (所 谓 
Hilbert 空间 )， 在 其 中 点 了 的 坐标 是 c,， 而 函数 是 坐标 向 量 . 
习题 

1. 车 />0 且 | ,fdr 一 0, 求证 在 下 上 几乎 处 处 jz) 一 0. 提示 : 令 E, 是 E 


的 子 集 ， 在 它 上 面 FCz)>> 工 认为 AUE。， 那么 pA)=0 当 目 仅 当 对 每 个 
ACE 一 0. 
2 如 果 对 于 可 测 集 的 每 个 可 测 子 集 A，| /dz 一 0 ， 那 么 在 巨 上 几乎 处 处 


f(z)=0. 
3. 车 {f,} 是 一 列 可 测 函 数 ， 求 证 {f.(z) } 的 收敛 点 集 是 可 测 的 . 
4. 车 在 E 上 /Ep),， 又 g 在 E 上 有 界 可 测 ， 那么 在 E 上 fg€ pp). 
5. 置 
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fulz)=g(r) (0<Ir< 
funl(z)=g(1—r) (0<r<l. 


求证 
liminff.(x) =0 (0 入 z 生 1)， 
但 是 
[epodr=- 二 
[与 (77) 对 比 .] 
6. 设 


po 下 (zl 和 m， 
人 
0 (lz|>n. 


必然 /,(z) 一 0 在 R 上 一 致 成 立 ， 但 是 


「 fdr =2 Cn 一 12,3，) 


用 | 代 亚 了 | . ) 可 见 一 致 收敛 并 不 包含 定理 11. 32 意义 下 的 控制 收敛， 然 


而 ， 在 有 限 测度 的 集 上 ， 有 界 函 数 的 一 致 收敛 序列 确实 清 足 定理 11. 32. 

7. 找 出 在 [a， 纪 上 JE da) 的 一 个 充分 必要 条 件 ， 提 示 : 考虑 例 11. 6(b) 和 
定理 11. 33. 

8、 若 在 [a, 65] 上 fE 28， 又 若 F(z) = [ras 求证 F(x) 二 f(z) 在 


[a，65] 上 几乎 处 处 成 立 . 

9， 求 证 (96) 里 给 出 的 函数 下 在 La，5] 上 连续 . 

10. 车 p(X) 二 十 oo， 并 且 在 * 上 f/fE2*(x), 求证 在 X 上 了 E24py). 车 
HKX)= 十 co, 此 事 不 成 立 ， 例 如 ， 


_ 三 
f(7) 一 二 


时 , 在 RY 上 /EY*, 但 在 R' 上 JE 工 
11. 若 在 X 上 了 ，sgE py)， 定 义 f 与 g 间 的 距离 为 


| 1f—gl dp 
求证 Kj) 是 完 各 度量 空间 . 
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12， 假定 

(a) 当 0<z<1， 0<y<1 时 ,| f(z, 1<1, 
(b) 当 工 固定 时 ，f(+，y) 是 y 的 连续 函数 ， 

(c) 当 y 固定 时 ，/(z，y) 是 工 的 连续 函数 . 


&(z) 一 [re (0 和 zx 委 D)， 
48 是 连续 的 吗 ? 
13， 认 为 函数 
fz) = sinnr (一 1,2,3， 一 xz 生 工 入 m) 
是 ?里 的 点 证明 这 个 点 集 是 闭 的 有 界 集 ， 但 不 是 紧 集 . 
14. 证 明 复 值 函数 了 可 测 ， 当 且 仅 当 对 于 平面 上 的 每 个 开 集 V， 广 ”(V) 


可 测 。 
15. 设 外 是 (0，1] 的 一 切 初等 子 集 构成 的 环 ， 如 果 0<a<<b<1， 定义 


$([a,b]) = $([a,b)) = $Ca,6]) 
=$((a,b)) =b—a, 


但 如 果 0 二 5 过 1， 便 定义 
$0,6)) = $((0,6]) = 1+b. 


证 明 #$ 是 钢 上 的 一 个 可 加 集 函 数 ， 它 不 是 正规 的 ， 并 且 不 能 延 拓 为 o- 环 上 的 可 数 
可 加 集 函数 . 

16. 假定 {nm } 是 正 整数 的 增 序列 ， 并 且 正 是 (一 xz，r) 内 一 切 使 {sinmtz } 收 
伍 的 点 的 集 ， 求证 m(E) 二 0. 

提示 : 对 于 每 个 ACE， 当 k->oo 时 


J sinnzdz =0, 
| 


并 且 
?| csinmz)rdz = [Qcos2mr)dr > mA). 


17. 假定 EC( 一 *，x)，m(E)>>0,， 6>>0. 应 用 Bessel 不 等 式 证 明 至 多 有 有 
限 个 整数 n 能 使 sinnx 之 6 对 一 切 TEE 成 立 . 
18. 假定 /EX (py)，gE€ 34*(p). 求证 


ra = J 4d) 1 ean 
当 且 仅 当 有 一 个 常数 c 使 g(x)=cf(z) 几 乎 处 处 成 立 . (与 定理 10. 35 对 比 . ) 


参考 书目 


ARTIN, E. The Gamma Function. New York: Holt, Rinehart and Winston, Inc,, 1964 

BOAS, R. P. A Primer of Real Functions. Carus Mathematical Monograph No. 13, New 
York: John Wiley & Sons, Inc.，1960 

BUCK, R. C. (ed.) Studies in Modern Analysis. Prentice-Hall, Ine., Englewood Cliffs, N. 
J.» 1962 

—, Aduanced Caleulus, 2d ed. New York: McGraw-Hill Book Company, 1965 

BURKILL, J. C. The Lebesgue Integral. New York: Cambridge University Press, 1951 

DIEUDONN E, J. Foundations of Modern Analysis. New York: Academic Press, Inc., 1960 

FLEMING, W. H, Functions of Several Variables. Addison-Wesley Publishing Company, 
Ine. , Reading, Mass. , 1965 

GRAVES, L. M. The Theory of Functions of Real Variables, 2d ed. New York: McGraw- 
Hill Book Company, 1956 

HALMOS, P, R. Measure Theory. D. Van Nostrand Company, Inc,, Princeton, N, J., 1950 


— Finite dimensional Vector Spaces, 2d ed. D. Van Nostrand Company, Inc., Princeton, 

N. J., 1958 

HARDY, G. H. Pure Mathematics, 9thed. New York: Cambridge University Press, 1947 
and ROGOSINSKI, W. Fourier Series, 2d ed. New York: Cambridge University 
Press, 1950 

HERSTEIN, I. N. Topics ia Algebra. New York: Blaisdell Publishing Company, 1964 

HEWITT, E., and STROMBERG, K. Real and Abstract Analysis. New York: Springer 
Publishing Co. , Inc. , 1965 

KELLOGG, O. D. Foundations of Potential Theory. New York: Frederick Ungar Publishing 
Co., 1940 

KNOPP, K. Theoryand Application of Infinite Series. Glasgow: Blackie & Son, Ltd., 1928 

LANDAU, E. G. H. Foundationsof Analysis. New York: Chelsea Publishing Company, 1951 

MCSHANE, E. J. Integration. Princeton University Press, Princeton, N, J., 1944 

NIVEN, 1. M. Irrational Numbers, Carus Mathematical Monograph No. 11. New York: John 
Wiley & Sons, Inc., 1956 

ROYDEN, H. L. Real Analysis. New York: The Macmillan Company, 1963 

RUDIN, W. Real and Compler Analysis, 2d ed. New York: McGraw Hill Book Company, 1974 

SIMMONS, G. F. Topology and Modern Analysis. New York: McGraw-Hill Book 
Company, 1963 

SINGER, 1. M., and THORPE, J. A. Lecture Notes on Elementary Topology and 


306 参考 书目 


Geometry. Scott, Foresman and Company, Glenview, Ill. , 1967 

SMITH, K. T. Primerof Modern Analysis. Bogden and Quigley, Tarrytown-on-Hudson, N. 
Y.，1971 

SPIVAK, M. Calculuson Manifolds. New York: W. A. Benjamin, Inc., 1965 

THURSTON, H. A. The Number System. LondonGlasgow: Blackie & Son, Ltd.. 1956 


